Матрице и детерминанте

Појам матрице

Деф:
Матрицом називамо правоугаону таблицу (схему) са 
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Матрице се означавају великим словима латинице: 
[image: image5.wmf]A
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Произвољни елемент матрице 
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 припада 
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-тој врсти и 
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-тој колони па матрицу можемо означити и на следећи начин:
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Матрица чији су сви елементи нуле назива се нула-матрица.

За матрицу са 
[image: image14.wmf]m

 врста и 
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 колона каже да има димензију 
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Деф:
Две матрице истог типа 
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 једнаке су ако и само ако су им одговарајући елементи једнаки. Такве матрице називамо и конформне матрице.
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[image: image18.wmf]n

m

ij

a

´

]

[

 
[image: image19.wmf]1

,

1

>

=

n

m

, тада имамо матрицу врсту:
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Ако је 
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, тада имамо матрицу колону:
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Ако је број врста једнак броју колона, тада имамо квадратну матрицу:
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Елементи 
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 леже на главној дијагонали квадратне матрице, док елементи 
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 припадају споредној дијагонали.

Збир свих елемената на главној дијагонали квадратне матрице 
[image: image26.wmf]A

 зове се траг матрице и означава:
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Квадратна матрица у којој су сви елементи ван главне дијагонале нула, а елементи на главној дијагонали нису сви нула, зове се дијагонална матрица:
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Ако су у дијагоналној матрици сви елементи на главној дијагонали једнаки 
[image: image29.wmf]0

,

¹

a

a

, имамо скаларну матрицу:


[image: image30.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

a

a

a

S

K

M

O

M

M

K

L

0

0

0

0

0

0


која се за 
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 зове јединична матрица:
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Користећи тзв. Кронекеров симбол:
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дијагоналну, скаларну и јединичну матрицу 
[image: image35.wmf]n

-тог реда можемо представити у облику:
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Сабирање матрица. Множење матрице бројем.

Деф:
Две конформне матрице 
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Једнакост матрица има следећа својства:

1. рефлексивност: 
[image: image41.wmf]A
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2. симетричност: 
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3. транзитивност: 
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Дакле, једнакост матрица је релација еквиваленције.
Деф:
Кажемо да је матрица 
[image: image44.wmf]C

 једнака збиру матрица 
[image: image45.wmf]A

 и 
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 ако су матрице 
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Сабирање матрица има следећа својства:

1. комутативност: 
[image: image54.wmf]A
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2. асоцијативност: 
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3. нула-матрица је неутрални елемент за сабирање: 
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4. за произвољну матрицу 
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Последица. Постоји операција инверзна сабирању, тј. за две дате матрице 
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матрица 
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 се зове разлика матрица 
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Деф:
Множење матрице бројем. Ако је 
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што значи да се матрица множи бројем тако што се сваки њен елемент помножи тим бројем. Одатле следи да: 
[image: image71.wmf]A
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Операција множења матрице бројем има следећа својства:

1. комутативност: 
[image: image73.wmf]a
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2. асоцијативност: 
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3. дистрибутивност с обзиром на збир бројева: 
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4. дистрибутивност с обзиром на збир матрица: 
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Све конформне матрице образују векторски простор чији су они елементи.

Детерминанте

Пођимо од система од две линеарне алгебарске једначине са две променљиве:
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где коефицијенти уз промељиве нису 
[image: image78.wmf]0

, а слободни чланови нису оба 
[image: image79.wmf]0

. Ако прву једначину тог система помножимо са 
[image: image80.wmf]2
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, а другу са 
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 и одузмемо од прве, добићемо 
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; ако пак прву једанчину помножимо са 
[image: image83.wmf]2
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 а другу са 
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 и одузмемо је од прве добићемо 
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. Дакле добили смо:
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Заједнички фактор уз промељиве 
[image: image87.wmf]x

 и 
[image: image88.wmf]y

 можемо написати у облику квадратне схеме (таблице) коју образују коефицијенти уз 
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[image: image90.wmf]y

:


[image: image91.wmf]D

b

a

b

a

b

a

b

a

=

=

-

2

2

1

1

1

2

2

1


Таква схема зове се детерминанта система. Ако се у детерминанти 
[image: image92.wmf]D

 коефицијенти који стоје уз променљиву 
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, односно 
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 замене слободним члановима 
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Помоћу детерминаната 
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 систем еквивалентан датом систему пишемо у облику:
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Одатле, под претпоставком да је детерминанта система 
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Разликујемо следеће три могућности:

1. Ако је детерминанта система 
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2. Ако је 
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 различита од нуле, тада систем нема решење јер не постоје реални бројеви 
[image: image112.wmf]x
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 такви да би било испуњено 
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3. Ако је 
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, тада систем има бесконачно много решења јер бесконачно много реалних бројева 
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 задовољавају једначине 
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Геометријски свака од једначина система представља по једну праву у Декартовом координатном систему.

Ако је 
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, постоји јединствено решење, тј. праве се секу у тачки 
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Ако је 
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Ако је 
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, тј. систем образују две праве које се поклапају (две идентичне праве).

Деф:
Квадратна схема од 
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 елемената распоређених у 
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 колона зове се детерминаната 
[image: image138.wmf]n

-тог реда. Врсте и колоне зову се једним именом редови детерминанте.

Детерминаната другог реда има облик:
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а детерминанта трећег реда:
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Вредност детерминанте другог реда се израчунава по правилу:
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Вредност детерминанте трећег реда као и детерминанате 
[image: image142.wmf]n

-тог реда 
[image: image143.wmf])

3

(

³

n

, израчунава се по општем правилу. Нека је дата детерминанта трећег реда:
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Ако се изостави једна врста и једна колона у датој детрминанти, преостали елементи ће образовати једну детерминанту другог реда; сваку детрминанту коју на поменути начин добијамо из дате детерминанте називамо минором. Очигледно, дата детреминанта трећег реда има онолико минора колико и елемената, тј. 
[image: image145.wmf]9
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Деф:
Вредност детерминанте трећег реда једнака је:
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За овако написану детерминанту трећег реда кажемо да је развијена по елементима прве врсте. При развијању детерминанте сваки елемент се множи одговарајућим минором и бројем 
[image: image153.wmf]k
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 где 
[image: image154.wmf]i

 означава ред врсте, а 
[image: image155.wmf]k

 ред колоне. Детерминанта се може развити по елементима било које врсте или колоне – вредност ће увек бити иста. На пример:
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Сада се може формулисати правило израчунавања детерминанте 
[image: image157.wmf]n

-тог реда:
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Ако ову детерминанту развијемо по елементима 
[image: image159.wmf]i

-те врсте добијамо


[image: image160.wmf]{

}

in

in

n

i

i

i

i

i

in

in

n

i

i

i

i

i

i

i

M

a

M

a

M

a

M

a

M

a

M

a

D

1

2

2

1

1

1

2

2

2

1

1

1

)

1

(

...

)

1

(

)

1

(

...

)

1

(

)

1

(

-

+

+

+

+

-

+

+

-

-

=

-

+

+

-

+

-

=


где смо миноре 
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Ако уместо минора 
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 уведемо кофактор 
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имаћемо (када се 
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 развије по елементима 
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-те врсте):
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Пример:
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Својства детерминанте:
1. Ако у произвољној детерминанти два паралелна реда узајамно промене место, тада детерминаната мења знак, а задржава исту апсолутну вредност. На пример:
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2. Детерминанат се множи бројем 
[image: image173.wmf]0

¹

k

 тако што се сви елементи једног њеног реда помноже тим бројем, и обрнуто, заједнички фактор свих елемената једног реда детерминанте је истовремено множилац целе детерминанте, па се може издвојити и написати испред детерминанте:
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Последица: Ако су сви елементи једног реда детерминанте 
[image: image175.wmf]D

 једнаки нули, тада је и 
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3. Ако су у детерминанти два паралелна реда идентична или пропорционална тада је вредност детерминанте 
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4. Ако све врсте или све колоне дате детерминанте реда 
[image: image179.wmf]3
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 циклично промене места, тада детерминанта не мења своју вредност:
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5. Детерминанта не мења своју вредност ако се свим елементима једног њеног реда додају одговарајући елементи неког другог паралелног реда, помножени једним истим бројем:


[image: image181.wmf]3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

ma

c

b

a

ma

c

b

a

ma

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

+

+

+

=

.

6. Ако су елементи једне врсте или колоне дате детерминанте збирови од два или више сабирака, тада се та детерминанта може разложити на збир од две или више детерминаната:
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7. Ако су сви елементи једног реда дате детерминанте 
[image: image183.wmf]D

 линеарна комбинација одговарајућих елемената двају или више других паралелних редова, тада је вредност детерминанте 
[image: image184.wmf]0
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Ранг матрице
У произвољној матрици 
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 можемо уочити детерминанате, почев од оних првог реда (то су сами елементи матрице), па затим другог реда, ... , све до детерминанте реда 
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, састављену од елемената који леже у пресеку 
[image: image189.wmf]r

 врста и 
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 колона, називамо минором дате матрице. Детереминанта 
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-тог реда која садржи све елементе квадратне матрице 
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-тог реда зове се детереминанта квадратне матрице 
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 и означава 
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Квадратна матрица 
[image: image198.wmf]A

 је регуларна ако је 
[image: image199.wmf]0
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 једнак реду те матрице, а нерегуларна (сингуларна) ако је 
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Деф:
Ранг матрице је највећи ред детереминаната различитих од нуле које припадају датој матрици, тј. ранг матрице је највећи ред минора те матрице који је различит од нуле; означава се са 
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Дакле, ранг било које матрице 
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 је природан број, једино је ранг нула-матрице једнак нули.

Одређивање ранга матрице. При одређивању ранга матрице полази се од минора најнижег реда (тј. од оних првог и другог реда), док се не утврди најнижи ред 
[image: image205.wmf]r

 оних минора који су сви једнаки нули; у том случају је ранг разматране матрице 
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Деф:
У елементарне трансормације, тј. у трансформације које не мењају ранг полазне матрице спадају:

1. Множење свих елемената неког реда матрице једним истим бројем 
[image: image207.wmf]0
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2. Узајамна промена места двају паралелних редова.

3. Прикључивање новог реда чији су сви елементи нуле.

4. Искључивање реда чији су сви елементи нуле.

5. Додавање елементима једног реда одговарајућих елемената неког другог паралелног реда помножених једним истим бројем 
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6. Транспоновање, тј замена места свих врста са одговарајућим колонама или обрнуто; то значи да, ако је дата нека матрица 
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, њена транспонована матрица ће имати облик 
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[image: image211.wmf]A

 димензије 
[image: image212.wmf]n

m

´

, њена транспонована матрица 
[image: image213.wmf]T

A

 ће бити димензије 
[image: image214.wmf]m

n

´

).
Пример:
За матрицу врсту 
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 транспонована матрица ће бити матрица колона:
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Квадратна матрица која је једнака својој транспонованој матрици зове се симетрична матрица, тј. матрица 
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 је симетрична ако и само ако 
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Теорема:
Елементарне трансформације коначно много пута примењене на дату матрицу не мењају ранг матрице.

Деф:
Две матрице 
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 и 
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 су еквивалентне, пишемо 
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, ако и само ако се једна од њих може превести у другу помоћу коначно много узастопних елементарних трансформација, тј. ако је 
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Множење матрице матрицом

Производ 
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 две матрице има смисла само у случају ако су матрице 
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 сагласне, што значи да је матрица 
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Деф:
Производ 
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A

×

 сагласних матрица 
[image: image231.wmf]p

m

ik

a

A

´

=

]

[

 и 
[image: image232.wmf]n

p

kj

b

B

´

=

]

[

 је матрица 
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, која има онолико врста колико их има матрица 
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 и онолико колона колико их има матрица 
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при том се елементи 
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 матрице 
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 формирају по закону:
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Дакле, елемент 
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 матрице 
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, који се налази на пресеку 
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-те врсте и 
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-те колоне, образује се тако што се елементи 
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-те врсте матрице 
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 помноже одговарајућим елементима 
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-те колоне матрице 
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 и добијени производи саберу.

Пример:
Наћи производ две дате матрице:
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Пошто је 
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Значи:
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Множење матрица у општем случају није комутативна операција, тј:
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Изузетак је множење произвољне квадратне матрице јединичном матрицом и нула-матрицом:
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Код множења већег броја матрица неопходно је да сваке две суседне матрице буду сагласне, тј. да буду сагласне у низу.

На пример, ако су дате матрице 
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Деф:
Множење матрица је асоцијативна операција:
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Теорема:
Производ две квадратне матрице истог реда биће регуларна матрица ако и само ако су обе матрице регуларне.

Инверзна матрица

Због некомутативности множења (
[image: image263.wmf]A
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), дељење није једнозначно дефинисана операција, јер количник матрица 
[image: image264.wmf]B

 и 
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). Дакле, постоји дељење слева и дељење здесна, односно леви и десни количник.

Количник две квадратне матрице не мора увек постојати, јер ако је, рецимо, 
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 нерегуларна, а 
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 регуларна матрица, тада су производи 
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, што значи да за дате матрице 
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Деф:
Матрица 
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 је инверзна матрица регуларне квадратне матрице 
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Из дефиниције следи да је 
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 квадратна матрица истог реда као и 
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 и такође регуларна матрица. Нерегуларна матрица нема инверзну матрицу.

Теорема:
За дату регуларну квадратну матрицу 
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 постоји једна и само једна инверзна матрица 
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Доказ:
(ппс) Регуларна квадратна матрица има две инверзне матрице: 
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Помножимо обе једнакости са 
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Добијамо: 
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тј. 
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Такође, можемо закључити да, ако је 
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 дата регуларна квадратна матрица, тада је 
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 њена инверзна матрица. Имајући то у виду, непосредно се доказује да је:
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Пример:
Одредити инверзну матрицу матрице:
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Својства множења матрице матрицом:

1. 
[image: image306.wmf]C

B

A

=

×


2. 
[image: image307.wmf]A

B

B

A

×

¹

×

 (у општем случају)

3. 
[image: image308.wmf])

(

A

A

A

E

E

A

"

=

×

=

×


4. 
[image: image309.wmf]0

=

×

B

A

 могућно и када је 
[image: image310.wmf]0

¹

A

 и 
[image: image311.wmf]0

¹

B

, на пример:


[image: image312.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

1

1

1

1

A

, 
[image: image313.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

2

2

2

2

B


5. 
[image: image314.wmf])

(

)

(

C

B

A

C

B

A

×

×

=

×

×

.







_1026349185.unknown

_1026487022.unknown

_1026494306.unknown

_1026504197.unknown

_1026505412.unknown

_1026510770.unknown

_1026511040.unknown

_1027008441.unknown

_1027008710.unknown

_1027008799.unknown

_1028140541.unknown

_1028140740.unknown

_1027008865.unknown

_1027130849.unknown

_1027008876.unknown

_1027008808.unknown

_1027008851.unknown

_1027008778.unknown

_1027008789.unknown

_1027008760.unknown

_1027008658.unknown

_1027008690.unknown

_1027008651.unknown

_1026512528.unknown

_1026512907.unknown

_1026512959.unknown

_1026512985.unknown

_1026513082.unknown

_1026513147.unknown

_1026513045.unknown

_1026512978.unknown

_1026512934.unknown

_1026512678.unknown

_1026512892.unknown

_1026512612.unknown

_1026511402.unknown

_1026512264.unknown

_1026512293.unknown

_1026512240.unknown

_1026511155.unknown

_1026511272.unknown

_1026511113.unknown

_1026510898.unknown

_1026510964.unknown

_1026510989.unknown

_1026511022.unknown

_1026510983.unknown

_1026510912.unknown

_1026510926.unknown

_1026510902.unknown

_1026510825.unknown

_1026510882.unknown

_1026510886.unknown

_1026510838.unknown

_1026510803.unknown

_1026510809.unknown

_1026510782.unknown

_1026506246.unknown

_1026510657.unknown

_1026510690.unknown

_1026510708.unknown

_1026510673.unknown

_1026510638.unknown

_1026510651.unknown

_1026510634.unknown

_1026505801.unknown

_1026505879.unknown

_1026505960.unknown

_1026505813.unknown

_1026505653.unknown

_1026505789.unknown

_1026505633.unknown

_1026504653.unknown

_1026504932.unknown

_1026505212.unknown

_1026505264.unknown

_1026505369.unknown

_1026505232.unknown

_1026504957.unknown

_1026505124.unknown

_1026505076.unknown

_1026504947.unknown

_1026504869.unknown

_1026504896.unknown

_1026504917.unknown

_1026504882.unknown

_1026504724.unknown

_1026504852.unknown

_1026504718.unknown

_1026504506.unknown

_1026504557.unknown

_1026504604.unknown

_1026504624.unknown

_1026504573.unknown

_1026504537.unknown

_1026504547.unknown

_1026504509.unknown

_1026504399.unknown

_1026504446.unknown

_1026504461.unknown

_1026504422.unknown

_1026504213.unknown

_1026504201.unknown

_1026497252.unknown

_1026503759.unknown

_1026503865.unknown

_1026504061.unknown

_1026504093.unknown

_1026503964.unknown

_1026503785.unknown

_1026503817.unknown

_1026503774.unknown

_1026497658.unknown

_1026497844.unknown

_1026503752.unknown

_1026497698.unknown

_1026497485.unknown

_1026497555.unknown

_1026497315.unknown

_1026497077.unknown

_1026497131.unknown

_1026497215.unknown

_1026497240.unknown

_1026497156.unknown

_1026497102.unknown

_1026497121.unknown

_1026497099.unknown

_1026496940.unknown

_1026497033.unknown

_1026497040.unknown

_1026496993.unknown

_1026496847.unknown

_1026496934.unknown

_1026494350.unknown

_1026490617.unknown

_1026491953.unknown

_1026493342.unknown

_1026493653.unknown

_1026494193.unknown

_1026494236.unknown

_1026494032.unknown

_1026493521.unknown

_1026493533.unknown

_1026493350.unknown

_1026492802.unknown

_1026492923.unknown

_1026493026.unknown

_1026492841.unknown

_1026491998.unknown

_1026492009.unknown

_1026491988.unknown

_1026491248.unknown

_1026491891.unknown

_1026491934.unknown

_1026491945.unknown

_1026491904.unknown

_1026491709.unknown

_1026491877.unknown

_1026491327.unknown

_1026490845.unknown

_1026491028.unknown

_1026491207.unknown

_1026490860.unknown

_1026490707.unknown

_1026490829.unknown

_1026490652.unknown

_1026487496.unknown

_1026490331.unknown

_1026490550.unknown

_1026490570.unknown

_1026490583.unknown

_1026490565.unknown

_1026490405.unknown

_1026490531.unknown

_1026490348.unknown

_1026487612.unknown

_1026487740.unknown

_1026487820.unknown

_1026487701.unknown

_1026487578.unknown

_1026487584.unknown

_1026487559.unknown

_1026487314.unknown

_1026487393.unknown

_1026487431.unknown

_1026487480.unknown

_1026487411.unknown

_1026487353.unknown

_1026487380.unknown

_1026487327.unknown

_1026487168.unknown

_1026487206.unknown

_1026487285.unknown

_1026487198.unknown

_1026487043.unknown

_1026487165.unknown

_1026487032.unknown

_1026397096.unknown

_1026486039.unknown

_1026486589.unknown

_1026486833.unknown

_1026486945.unknown

_1026486962.unknown

_1026486975.unknown

_1026486948.unknown

_1026486885.unknown

_1026486893.unknown

_1026486854.unknown

_1026486663.unknown

_1026486798.unknown

_1026486809.unknown

_1026486686.unknown

_1026486619.unknown

_1026486634.unknown

_1026486596.unknown

_1026486364.unknown

_1026486429.unknown

_1026486497.unknown

_1026486585.unknown

_1026486483.unknown

_1026486394.unknown

_1026486413.unknown

_1026486390.unknown

_1026486171.unknown

_1026486212.unknown

_1026486299.unknown

_1026486208.unknown

_1026486129.unknown

_1026486168.unknown

_1026486121.unknown

_1026397781.unknown

_1026398305.unknown

_1026485849.unknown

_1026485883.unknown

_1026486031.unknown

_1026485863.unknown

_1026480772.unknown

_1026480789.unknown

_1026480716.unknown

_1026397935.unknown

_1026398190.unknown

_1026398243.unknown

_1026398174.unknown

_1026397837.unknown

_1026397922.unknown

_1026397812.unknown

_1026397226.unknown

_1026397590.unknown

_1026397640.unknown

_1026397680.unknown

_1026397387.unknown

_1026397416.unknown

_1026397572.unknown

_1026397305.unknown

_1026397363.unknown

_1026397210.unknown

_1026349963.unknown

_1026396972.unknown

_1026396978.unknown

_1026397055.unknown

_1026396975.unknown

_1026396940.unknown

_1026396944.unknown

_1026396926.unknown

_1026349747.unknown

_1026349860.unknown

_1026349872.unknown

_1026349769.unknown

_1026349232.unknown

_1026349720.unknown

_1026349216.unknown

_1026347754.unknown

_1026348326.unknown

_1026348725.unknown

_1026349027.unknown

_1026349176.unknown

_1026349008.unknown

_1026348767.unknown

_1026348438.unknown

_1026348653.unknown

_1026348382.unknown

_1026348047.unknown

_1026348201.unknown

_1026348252.unknown

_1026348121.unknown

_1026347886.unknown

_1026347979.unknown

_1026347875.unknown

_1026347299.unknown

_1026347573.unknown

_1026347686.unknown

_1026347710.unknown

_1026347681.unknown

_1026347509.unknown

_1026347528.unknown

_1026347310.unknown

_1026347247.unknown

_1026347256.unknown

_1026347287.unknown

_1026347251.unknown

_1026346840.unknown

_1026346845.unknown

_1026346816.unknown

