Алгебарске структуре

Појам бинарне релације. Релација еквиваленције и поретка.

Деф:
Нека су 
[image: image1.wmf]A

 и 
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 произвољни скупови. Сваки подскуп Декартовог производа  EQ 
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 представља бинарну релацију (означићемо је са 
[image: image4.wmf]Â

).

Бинарна релација се најчешће задаје указивањем неког заједничког својства, карактеристичног за све оне елементе Декартовог производа 
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 који јој припадају.

Пример:
Дати су скупови 
[image: image6.wmf]{

}

6

,

5

,

4

,

3

,

2

,

1

=

A

 и 
[image: image7.wmf]{

}

3

,

2

,

1

=

B

; дефинишимо на скупу 
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 бинарну релацију 
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 на следећи начин: уређен пар 
[image: image10.wmf]Â

Î

)

,

(

b

a

 (или, што је исто, 
[image: image11.wmf]b

a

Â

) ако је 
[image: image12.wmf]a

 дељиво са 
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Деф:
За бинарну релацију 
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 кажемо да је рефлексивна ако 
[image: image17.wmf]S

a

Î

"

 уређен пар 
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Деф:
Бинарна релација 
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 је симетрична ако 
[image: image20.wmf]S

b

a

Î

"

,

, 
[image: image21.wmf]Â

Î

Þ

Â

Î

)

,

(

)

,

(

a

b

b

a

.

Деф:
Бинарна релација 
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 је транзитивна ако 
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Деф:
Бинарна релација 
[image: image25.wmf]S
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 се назива релацијом еквиваленције ако је рефлексивна, симетрична и транзитивна.

Деф:
Бинарна релација 
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[image: image27.wmf]S

b

a

Î

"

,

, 
[image: image28.wmf]b

a

a

b

b

a

=

Þ

Â

Ù

Â

.

Деф:
Бинарна релација која поседује својства рефлексивности, транзитивности и антисиметричности назива се релацијом поретка.

Теорема:
Сваком разлагању скупа 
[image: image29.wmf]S

 на класе одговара нека релација еквиваленције на Декартовом производу 
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, и обрнуто, свакој релацији еквиваленције задатој на скупу 
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 одговара неко разлагање скупа 
[image: image32.wmf]S

 на класе.

Појам бинарне операције. Алгебарске структуре.

Деф:
Бинарна алгебарска операција на неком скупу 
[image: image33.wmf]S

 представља закон по коме се сваком уређеном пару 
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 кореспондира по један и само један елемент из 
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Деф:
Непразан скуп 
[image: image37.wmf]E

 на коме је задата једна или више унутрашњих операција и, евентуално, једна или више спољашњих операција, назива се алгебарском структуром.

Алгебарске структуре са једном бинарном операцијом.

Групоид, полугрупа, група, Абелова група.

Деф:
Скуп на коме је задата бинарна алгебарска операција назива се групоид.

Особине операција. Ако је у неком групоиду 
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 је композиција елемената 
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Пример:
Нека је дат двочлани скуп 
[image: image43.wmf]{
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[image: image44.wmf]b

a

b

a

×

®

)

,

(

, 
[image: image45.wmf]M

b

a

Î

"

,

. Значи, имамо да је 
[image: image46.wmf]1

1

1

=

*

, 
[image: image47.wmf]1

)

1

(

1

-

=

-

*

, 
[image: image48.wmf]1

1

1

-

=

*

-

,
[image: image49.wmf]1

)

1

(

1

=

-

*

-

, тј. 
[image: image50.wmf]{

}

*

,

M

 је групоид.
Деф:
За операцију кажемо да је комутативна ако за произвољне елементе 
[image: image51.wmf]a

 и 
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 важи: 
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Деф:
Операција је асоцијативна ако за произвољне елементе 
[image: image54.wmf]a
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 и 
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Деф:
Групоид са асоцијативном операцијом зове се асоцијативни групоид или полугрупа.

Деф:
Елемент 
[image: image58.wmf]e

 је неутрални елемент за дату операцију ако за сваки елемент 
[image: image59.wmf]a

 важи: 
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Пример:
За операцију унирања скупова, неутрални елемент је празан скуп:
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Теорема:
Операција на групоиду може имати само један неутрални елемент.

Доказ:
(ппс)
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Деф:
Нека је 
[image: image64.wmf]{
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 асоцијативни групоид са неутралним елементом и нека су 
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. Кажемо да је 
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 инверзни елемент елемента 
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 ако је: 
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Теорема:
Произвољни елемент 
[image: image69.wmf]S
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 може имати само један инверзни елемент.

Деф:
Асоцијативни групоид 
[image: image70.wmf]G

 који садржи неутрални елемент зове се група ако за сваки елемент 
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Операција у групи се најчешће назива множењем (па се уместо 
[image: image74.wmf]b
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Пример:
Проверимо да ли скуп природних бројева 
[image: image76.wmf]N

 са операцијом множења природних бројева образује групу. 
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 је групоид јер, за произвољне елементе 
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. Множење природних бројева је асоцијативна операција, а број 
[image: image80.wmf]1

 представља неутрални елемент за множење. Преостаје још да проверимо да ли постоји инверзан елемент. Ако је 
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 је рационалан број). Дакле, 
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Деф:
Ако је операција у групи 
[image: image87.wmf]G

 комутативна, тј. 
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 назива комутативном или Абеловом.

Код Абелових група операција се често назива сабирањем (уместо 
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Пример:
Нека је 
[image: image93.wmf]Z

 скуп целих бројева. Докажимо да је 
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 Абелова група. Пошто је, за било која два цела броја 
[image: image95.wmf]a

 и 
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, њихов збир такође цео број, то је на скупу 
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 дефинисана операција сабирања, која је, као што знамо комутативна и асоцијативна. Осим тога, 
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 представља неутрални елемент за сабирање, а за сваки цео број 
[image: image99.wmf]Z

a

Î

 постоји њему супротан број
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Према томе, 
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 је Абелова група.

Деф:
Ако је 
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 подгрупа групе 
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 образује групу с обзиром на операцију 
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Особине групе:
1)
Ако у групи 
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 елемент 
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Ако је у Абеловој групи 
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 супротан елемент елемента 
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У групи 
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У Абеловој групи свака од једначина 
[image: image129.wmf]b

a

y

b

x

a

=

+

=

+

,

, има јединствено решење 
[image: image130.wmf])

(

a

b

-

+

. (Због комутативности је 
[image: image131.wmf]b

a

a

b

+

-

=

-

+

)

(

)

(

).

3)
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У Абеловој групи из једнакости 
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У свакој групи важи једнакост 
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У свакој Абеловој групи важи једнакост 
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Деф:
Елемент 
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 називамо разликом елемената 
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 су елементи Абелове групе) ако је 
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Алгебарске структуре са две бинарне операције.

Прстен, тело, поље.

Деф:
Прстеном називамо скуп 
[image: image145.wmf]R

 снабдевен са две операције – “сабирање” и “множење” тако да је 
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Својства прстена:

1) У сваком прстену 
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2) Ако су 
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4) У сваком прстену важе једнакости 
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Ако је операција множења комутативна: 
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Ако постоји неутрални елемент 
[image: image163.wmf]e

 за операцију множења, 
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Пример:
Прстен 
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Скуп парних целих бројева 
[image: image167.wmf]{

}

,...

2

,...,

2

,

0

,

2

,...,

2

...,

2

k

k

Z

k

-

-

=

 са операцијама сабирања и множења образује асоцијативни и комутативни прстен 
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 без јединичног елемента, јер 
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Деф:
Ако у асоцијативном и некомутативном прстену са јединицом сваки елемент, изузев нуле, има инверзан елемент за множење, тада се такав прстен назива тело.

Деф:
Ако сви елементи неког прстена, изузев нуле, образују мултипликативну групу, тада такав прстен представља тело.

Деф:
Ако у комутативном и асоцијативном прстену са јединицом сваки елемент, изузев нуле, има свој инверзан елемент за множење, тада се такав прстен назива поље.

Деф:
Прстен је поље ако сви његови елементи осим нуле образују комутативну групу за множење.

Изоморфизам

Деф:
Групоиде 
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 и 
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 називамо изоморфним ако постоји такво узајамно једнозначно пресликавање 
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, да за било која два елемента 
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Пресликавање 
[image: image175.wmf]j

 са овим својствима назива се изоморфним пресликавањем. Својство изоморфности групоида је симетрично (јер пресликавање инверзно изоморфном пресликавању је такође изоморфно), рефлексивно (на пример идентично пресликавање групоида на самог себе) и транзитивно. Ако су групоиди 
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 изоморфни, то означавамо са:
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При изоморфном пресликавању се чувају сва својства групоида (или било које друге алгебарске структуре), као што су комутативност, асоцијативност, егзистенција јединичног или инверзног елемента.

Пример:
Нека је 
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 комутативни групоид а 
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 изоморфно пресликавање групоида 
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, тада је 
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. С обзиром на својство комутативности групоида 
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) и једнозначност изоморфног пресликавања 
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 је комутативан групоид.


Дакле, изоморфна слика полугрупе (асоцијативног групоида) је полугрупа, изоморфна слика групе је група, док је изоморфна слика Абелове групе – Абелова група.

Два прстена ће бити изоморфна ако између њих може да се успостави узајамно једнозначно пресликавање које ће представљати изоморфизам како за њихове адитивне групе тако и за њихове мултипликативне групоиде.

Булова алгебра

Булова алгебра представља неки непразан скуп 
[image: image192.wmf]U

 у коме су дефинисане две бинарне операције: унија и пресек (
[image: image193.wmf]U

 и 
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) као и једна унарна операција – узимање комплемента неког произвољног подскупа 
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Систем аксиома.
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Деф:
Булова алгебра представља непразан скуп 
[image: image202.wmf]U

 снабдевен са три операције 
[image: image203.wmf]B

A

U

, 
[image: image204.wmf]B

A

I

 и 
[image: image205.wmf]A

C

u

, које задовољавају аксиоме (А1) – (А5).
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