Испитивање понашања функције





Растење и опадање функције





Теорема:	Ако функција �EMBED Equation.3��� која је непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3��� и диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� расте на том одсечку, тада је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.


	Ако је функција �EMBED Equation.3��� која је непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3��� и диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, тада та функција расте на одсечку �EMBED Equation.3���.





Теорема:	Ако диференцијабилна функција �EMBED Equation.3��� опада на одсечку �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.


	Ако је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, и �EMBED Equation.3��� непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3���, тада �EMBED Equation.3��� опада на одсечку �EMBED Equation.3���.





Деф:	Функција �EMBED Equation.3��� имаће максимум у тачки �EMBED Equation.3��� ако је �EMBED Equation.3��� за свако �EMBED Equation.3��� довољно мало по апсолутној вредности, односно ако је �EMBED Equation.3��� за свако �EMBED Equation.3��� које припада некој околини тачке �EMBED Equation.3���.





Деф:	Функција �EMBED Equation.3��� имаће минимум у тачки �EMBED Equation.3��� ако је �EMBED Equation.3��� за свако �EMBED Equation.3��� довољно мало по апсолутној вредности, односно ако је �EMBED Equation.3��� за свако �EMBED Equation.3��� које припада некој околини тачке �EMBED Equation.3���.





�EMBED Unknown���





Напомена:	Претходне две дефиниције односе се на тзв. локални или релативни максимум (одн. минимум), везан за неку довољно малу околину датих тачака. Може се закључити да тако дефинисани максимум, одн. минимум не морају истовремено представљати највећу, одн. најмању вредност дате функције на целом одсечку �EMBED Equation.3���.


	Максимум и минимум функције �EMBED Equation.3��� у претходне две дефиниције називају се екстремумима или екстремним вредностима дате функције.





Теорема:	(неопходни услов за екстремум) Ако диференцијабилна функција �EMBED Equation.3��� има у тачки �EMBED Equation.3��� екстремум (максимум или минимум), тада је у тој тачки 





�EMBED Equation.3���.





Доказ:	Претпоставимо да у тачки �EMBED Equation.3���дата функција има максимум; у том случају за довољно мали прираштај �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, имамо да је �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���. Према томе, у зависности од знака прираштаја �EMBED Equation.3���, следи да је





�EMBED Equation.3���  (()





	Осим тога, с обзиром да је по претпоставци функција �EMBED Equation.3��� диференцијабилна, њен извод у тачки �EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





	не зависи од тога на који начин �EMBED Equation.3���. Међутим из релација (() следи да је �EMBED Equation.3���, ако �EMBED Equation.3��� и при том �EMBED Equation.3���, односно �EMBED Equation.3���, ако �EMBED Equation.3��� и при том �EMBED Equation.3���. То значи, с обзиром да је �EMBED Equation.3��� одређена вредност, да је �EMBED Equation.3���.





Из наведене теореме следи да, ако је функција �EMBED Equation.3��� диференцијабилна, да тада она може имати екстремум само у тачкама у којима је њен извод једнак нули; обратан закључак не важи. Наиме, ако је �EMBED Equation.3���, не мора значити да та тачка представља екстремум функције. С друге стране функција може имати екстремум и у тачкама у којима не постоји њен извод (тј. у тачкама у којима изводна функција има прекид).





Тачке у којима функција �EMBED Equation.3��� нема извод као и тачке у којима је �EMBED Equation.3���, представљају тзв. критичне тачке функције �EMBED Equation.3���. Дакле, функција може имати екстремум само у својим критичним тачкама, а свака критична тачка не мора бити тачка екстремума функције. Често се тачке у којима је �EMBED Equation.3��� називају стационарним тачкама.





Теорема:	(довољан услов за екстремум) Ако је функција �EMBED Equation.3��� непрекидна у неком интервалу који садржи критичну тачку �EMBED Equation.3��� тог интервала и диференцијабилна у том интервалу (осим можда у самој тачки �EMBED Equation.3���), и ако је





�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, и �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3���,





�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, и �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3���;





дакле, ако изводна функција �EMBED Equation.3��� мења знак при проласку  кроз тачку �EMBED Equation.3��� (било да је �EMBED Equation.3��� или да �EMBED Equation.3��� не постоји), тада функција �EMBED Equation.3��� има екстремум у тачки �EMBED Equation.3���.





Доказ:	Претпоставимо да је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, и �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. Искористимо ли Лагранжову теорему, добијамо да је





�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.





	Ако је �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, односно





�EMBED Equation.3���. (()





	Ако је �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, односно





�EMBED Equation.3���. ((()





	На основу добијених неједнакости (() и ((() закључујемо да је вредност функције �EMBED Equation.3��� за све вредности �EMBED Equation.3��� које су у некој довољно малој околини тачке �EMBED Equation.3���, мања од вредности �EMBED Equation.3���, те је, према томе �EMBED Equation.3���.





Напомена:	На сличан начин се доказује да претходна теорема представља довољан услов за минимум функције.





Дакле, при испитивању екстремума функције �EMBED Equation.3��� помоћу првог извода:





прво треба наћи �EMBED Equation.3���


затим одредити критичне тачке, тј. стационарне тачке �EMBED Equation.3��� и тачке прекида изводне функције �EMBED Equation.3���


испитује се знак извода �EMBED Equation.3��� с обе стране критичних тачака


на крају се израчунава вредност функције �EMBED Equation.3��� за сваку од критичних тачака








Испитивање екстремума функције помоћу другог извода





Претпоставимо да је �EMBED Equation.3��� и да је �EMBED Equation.3��� непрекидна функција у некој околини тачке �EMBED Equation.3���.





Теорема:	Нека је �EMBED Equation.3���; ако је �EMBED Equation.3���, тада функција �EMBED Equation.3��� има максимум у тачки �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, а ако је �EMBED Equation.3���, тада је �EMBED Equation.3��� тачка минимума функције �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���.





Доказ:	Нека је �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���; како је, по претпоставци, �EMBED Equation.3��� непрекидна функција у околини тачке �EMBED Equation.3���, тада ће се наћи неки мали интервал који садржи тачку �EMBED Equation.3��� у коме је �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���. Значи, изводна функција �EMBED Equation.3��� опада на отсечку који садржи тачку �EMBED Equation.3���; како је �EMBED Equation.3���, следи да је �EMBED Equation.3���, за �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, тј. извод �EMBED Equation.3��� мења знак при проласку кроз тачку �EMBED Equation.3���, дакле за �EMBED Equation.3��� функција �EMBED Equation.3���раст, а за �EMBED Equation.3��� опада, што значи да је �EMBED Equation.3���.





Напомена:	Аналогно се доказује да, ако је �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, да је тада �EMBED Equation.3���.





Дакле, да би се нашао максимум (минимум) дате функције на датом одсечку, треба наћи све локалне максимуме (минимуме), затим треба одредити вредности функције на крајевима одсечка, и из свих нађених вредности изабрати највећу (најмању) вредност функције. Тако добијена вредност ће бити максимум (минимум) функције на одсечку.








Конвексност криве. Превојне тачке





�EMBED Unknown���





Деф:	За криву �EMBED Equation.3��� се каже да је конвексна на горе на одсечку �EMBED Equation.3��� ако све тачке леже испод било које њене тангенте на том интервалу: крива �EMBED Equation.3��� је конвексна на доле на одсечку �EMBED Equation.3��� ако све њене тачке леже изнад произвољне тангенте на интервалу �EMBED Equation.3���. 


Разуме се да се у овој дефиницији изузима тачка у којој одговарајућа тангента додирује криву.





Теорема:	Ако је у свим тачкама интервала �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���, тада је крива �EMBED Equation.3��� конвексна на горе на интервалу �EMBED Equation.3���.





Теорема:	Ако је у свим тачкама интервала �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���, тада је крива �EMBED Equation.3��� конвексна на доле на интервалу �EMBED Equation.3���.





Деф:	Тачка која раздваја конвексни на горе део од конвексног на доле дела криве �EMBED Equation.3��� назива се превојном тачком дате криве (тангента у тој тачки постоји и пресеца дату криву јер је с једне стране превојне тачке изнад а са друге стране испод да те криве).





Теорема:	Дата је крива �EMBED Equation.3���; ако је �EMBED Equation.3��� или ако �EMBED Equation.3��� не постоји, и при проласку кроз вредност �EMBED Equation.3��� други извод �EMBED Equation.3��� мења знак, тада је тачка �EMBED Equation.3��� превојна тачка криве �EMBED Equation.3���.








Асимптоте криве





Деф:	Права �EMBED Equation.3��� се назива асимптотом криве �EMBED Equation.3��� дефинисане једначином �EMBED Equation.3��� ако растојање �EMBED Equation.3��� од променљиве тачке �EMBED Equation.3��� до праве �EMBED Equation.3��� тежи нули кад се тачка �EMBED Equation.3��� удаљава у бесконачност (тј. ако �EMBED Equation.3��� или �EMBED Equation.3��� или ако и �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���).





�EMBED Unknown���





	Разликоваћемо следеће типове асимптота:





Вертикалне асимптоте. Из претходне дефиниције следи да се права �EMBED Equation.3��� назива вертикалном асимптотом у односу на осу �EMBED Equation.3��� криве �EMBED Equation.3��� ако је 





�EMBED Equation.3���





Хоризонталне асимптоте. Права �EMBED Equation.3��� ће представљати хоризонталну асимптоту у односу на осу �EMBED Equation.3��� криве �EMBED Equation.3��� ако је �EMBED Equation.3���


Косе асимптоте. Нека је права �EMBED Equation.3��� асимптота криве �EMBED Equation.3���. Ако растојање �EMBED Equation.3��� између променљиве тачке �EMBED Equation.3��� дате криве и праве �EMBED Equation.3��� тежи нули кад �EMBED Equation.3���, тада је очигледно да ће тежити нули и разлика између одговарајућих вредности ордината криве �EMBED Equation.3��� и праве �EMBED Equation.3���. Дакле, права �EMBED Equation.3��� ће бити коса асимптота криве �EMBED Equation.3��� ако је 





�EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���. (()





Да би одредили косу асимптоту �EMBED Equation.3���, потребно је наћи коефицијенте �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. Из услова (() имамо да је





�EMBED Equation.3���





Схема испитивања функције и конструисање графика





На основу онога што је досад изложено, можемо закључити да је приликом испитивања функције потребно:


одредити област дефинисаности дате функције и тачке прекида


наћи тзв. нуле функције, тј. вредности �EMBED Equation.3��� за које је �EMBED Equation.3���


одредити интервале у којима функција расте, односно опада и испитати понашање функције на крајевима интервала дефинисаности


наћи екстремне вредности функције


испитати конвексност функције и наћи превојне тачке


проверити да ли дата функција има асимптоте и одредити их уколико их има


на основу добијених података нацртати график функције








