Низови

Деф:
Уређени скуп елемената 
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Аритметички низ се може представити помоћу првог члана 
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 и константне разлике (диференције) 
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Разлика два узастопна члана је константна: 
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Геометријски низ се може представити помоћу првог члана 
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 и константног количника 
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Количник два узастопна члана је константан: 
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Деф:
Монотоно растућим низом назива се низ 
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Деф:
За низ 
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 се каже да је ограничен ако постоје такви бројеви 
[image: image27.wmf]A

 и 
[image: image28.wmf]B

, да је 
[image: image29.wmf]n

B

a

A

n

"

£

£

,

; 
[image: image30.wmf]A

 представља доње ограничење низа 
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 горње ограничење низа.

Деф:
Низ 
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Пример:
Дат је низ 
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Деф:
За два низа 
[image: image41.wmf]{

}

n

a

 и 
[image: image42.wmf]{

}

n

b

 се каже да су једнаки ако је 
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Деф:
Низ 
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Деф:
Ако је 
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 нека тачка на бројној правој, тада 
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другим речима 
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Деф:
Скуп 
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 тачака на бројној правој назива се околином тачке 
[image: image64.wmf])

(

,

0

0

x

U

U

R

x

=

Î

, ако постоји довољно мали позитивни реални број 
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Деф:
Скуп 
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 тачака на бројној правој се назива отвореним ако представља околину сваке своје тачке, тј. за свако 
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 постоји довољно мали позитивни реални број 
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Деф:
Тачка на бројној правој у чијој се свакој 
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- околини налази бесконачно много чланова низа 
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 назива се тачком нагомилавања тог низа.


Низ може имати једну, две, уопште коначно или бесконачно много тачака нагомилавања.


Ако је за све природне бројеве почев од неког броја 
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тада је тачка 
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 јединствена тачка нагомилавања датог низа.

Деф:
Тачка нагомилавања 
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 је произвољан, унапред дати мали позитиван број), а бесконачно много чланова низа 
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Деф:
Ако је 
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 таква тачка нагомилавања низа 
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Појам конвергенције низа

Деф:
Низ који има само једну тачку нагомилавања, и то коначну, назива се конвергентним низом; низ који има тачку нагомилавања у бесконачности, или има две или више тачака нагомилавања назива се дивергентним низом, и то одређено дивергентним ако има једну тачку нагомилавања у бесконачности, а неодређено дивергентним ако има више тачака нагомилавања.

Деф:
Број 
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Теорема:
Ако низ 
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Доказ:
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Обрнуто тврђење, међутим, не важи, што показује пример низа 
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Претпоставимо да је низ 
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тада можемо доказати следећу теорему:

Теорема:
Ако је низ 
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 монотоно растући (неопадајући) и ограничен с горње стране, тада постоји његова гранична вредност:
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Доказ:
Како је низ 
[image: image129.wmf]{

}

n

a

 ограничен с горње стране, тј. 
[image: image130.wmf]M

a

n

£

, то постоји 
[image: image131.wmf]{

}

A

a

n

N

n

=

Î

sup

, тј. за произвољно 
[image: image132.wmf]0

>

e

, постоји такав члан 
[image: image133.wmf]0

n

a

 низа 
[image: image134.wmf]{

}

n

a

 да је 
[image: image135.wmf]e

-

>

A

a

n

0

 (јер је 
[image: image136.wmf]A

 најмање од свих горњих ограничења скупа чији су елементи чланови низа 
[image: image137.wmf]n

a

). Како је, по претпоставци, дати низ монотоно растући (неопадајући), тада је 
[image: image138.wmf]0

,

0

n

n

a

a

n

n

³

>

"

, тј.


[image: image139.wmf]e

-

>

A

a

n

  или  
[image: image140.wmf]e

<

-

=

-

n

n

a

A

A

a

,  тј.  
[image: image141.wmf]A

a

n

n

=

¥

®

lim

.

Ако је низ 
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Теорема:
Ако је низ 
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Теорема:
Низ који је монотон и ограничен увек је конвергентан.

Пример:
Низ 
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 је монотоно опадајући и ограничен је с доње стране, те је 
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Бесконачно мале величине

Деф:
Низ 
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Теорема:
Производ бесконачне мале величине и ограничене величине је бесконачно мала величина.

Доказ:
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што значи, с обзиром да је и 
[image: image167.wmf]0

>

e

 произвољно мали број, да:


[image: image168.wmf]0

lim

=

¥

®

n

n

n

a

a

,

тј. 
[image: image169.wmf]{

}

n

n

a

a

 је такође бесконачно мала величина.

Теорема:
Збир коначно много бесконачно малих величина представља бесконачно малу величину.

Напомена:
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Заиста, ако је 
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Теорема:
Гранична вредност збира (разлике) два конвергентна низа једнака је збиру (разлици) граничних вредности тих низова.

Доказ:
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Теорема:
Гранична вредност производа два конвергентна низа једнака је производу њихових граничних вредности.

Теорема:
Гранична вредност количника два конвергентна низа једнака је количнику њихових граничних вредности (под условом да је гранична вредност низа који се налази у имениоцу различита од нуле):
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Бесконачно велике величине

Деф:
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Теорема:
Ако је низ 
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Доказ:
Ако је произвољно мали број 
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Теорема:
Ако је низ 
[image: image214.wmf]{

}

n

a

 бесконачно мала величина, тада низ 
[image: image215.wmf])

0

(

,

1

¹

þ

ý

ü

î

í

ì

n

n

a

a

 представља бесконачно велику величину кад 
[image: image216.wmf]¥

®

n

.

Теорема:
(Канторов принцип уметнутих одсечака) Ако је дат бесконачни низ уметнутих одсечака:
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у коме је сваки следећи садржан у претходном, и ако дужина тих одсечака тежи нули кад индекс 
[image: image218.wmf]n

 неограничено расте,


[image: image219.wmf]0

)

(

lim

=

-

¥

®

n

n

n

a

b

,


тада постоји јединствена тачка 
[image: image220.wmf][

]

N

n

b

a

c

n

n

Î

"

Î

,

,

.
Доказ:

[image: image221.wmf]N

n

Î

"

 важи услов


[image: image222.wmf]n

n

n

n

b

b

a

a

£

<

£

+

+

1

1

,


што значи да леви крајеви низа уметнутих одсечака образују монотоно растући, с горње стране ограничени низ 
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Како је по претпоставци 
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Теорема:
(Болцано-Вајерштрасова) Сваки ограничени бесконачни низ има бар једну тачку нагомилавања.

Доказ:
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На основу Канторовог принципа уметнутих одсечака постоји само једна тачка 
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 садржи бесконачно много чланова низа 
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Критеријуми конвергенције за низове

Теорема:
Низ 
[image: image261.wmf]{

}

n

a

 је конвергентан ако су му горња и доња тачка нагомилавања 
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Такође, ако је 
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Узмемо ли да је 
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што значи да 
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Теорема:
(Кошијев критеријум конвергенције) Неопходан и довољан услов за конвергенцију низа 
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Теорема:
Ако су низови 
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Асимптотска пропорционалност низова

Деф:
За два низа 
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каже се да су асимптотски пропорционални, што се означава са:
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Специјално, ако је
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каже се да су низови 
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Пример:
Низ који представља аритметичку прогресију природних бројева асимптотски је пропорционалан низу квадрата природних бројева, тј.
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Заиста, с обзиром да је 
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