Вектори

Појам вектора. Основне операције с векторима.
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Деф:
Вектори су величине одређене својом дужином (бројном вредношћу), својим правцем и смером. 

Вектор се представља уређеним паром тачака, нпр. 
[image: image303.wmf]A

B

 и означава се са 
[image: image2.wmf]AB

.

Деф:
За два вектора кажемо да су једнаки ако имају исту дужину, исти правац и исти смер.

Деф:
Слободним вектором се назива вектор који се сме померати тако да му се при том не мења ни дужина, ни правац, ни смер; такво померање се назива транслација.

Дужина вектора (интензитет, модул, или апсолутна вредност) означава се са 
[image: image3.wmf]AB

 или 
[image: image4.wmf]a

.

Нула-вектор је вектор чија је дужина једнака нули; самим тим правац му није одређен; означава се са 
[image: image5.wmf]0

.

Вектор чија је дужина 
[image: image6.wmf]1

 зове се јединични вектор или орт. Кажемо да је 
[image: image7.wmf]a
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 ако вектор 
[image: image8.wmf]0
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 има исту почетну тачку, исти правац и смер као и вектор 
[image: image9.wmf]a

 и 
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Сабирање вектора.
Нека су 
[image: image12.wmf]a

 и 
[image: image13.wmf]b

 два произвољна вектора (различита од нула-вектора); ако се вектор 
[image: image14.wmf]b

 транслаторно помери тако да му се почетна тачка поклопи са крајем вектора 
[image: image15.wmf]a

, добићемо надовезане векторе 
[image: image16.wmf]a

 и 
[image: image17.wmf]b

.

Деф:
Збир два надовезана вектора 
[image: image18.wmf]a

 и 
[image: image19.wmf]b

 је трећи вектор 
[image: image20.wmf]b
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 коме је почетак у почетној тачки вектора 
[image: image21.wmf]a

, а крај у крајњој тачки вектора 
[image: image22.wmf]b

.
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Два слободна вектора се могу сабирати и по тзв. принципу паралелограма сила, ако се претходно један од њих транслаторно помери тако да му се почетна тачка подудари са почетном тачком другог вектора; вектори које сабирамо зову се компоненте, а њихов збир резултанта.

Дефиниција збира два вектора проширује се на збир коначно много надовезаних вектора:
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Сабирање вектора има следећа својства:

1. 
[image: image25.wmf]a
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2. 
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3. 
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 је неутрални вектор при сабирању

4. 
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 - за сваки вектор 
[image: image30.wmf]a

 постоји супротан вектор 
[image: image31.wmf])
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, који има исту дужину и правац, али супротан смер.

Дакле, скуп свих вектора са операцијом сабирања вектора образује Абелову групу.

На основу својства 4. уводи се операција одузимања вектора као операција супротна операцији сабирања, тј. разлику два произвољна вектора 
[image: image32.wmf]a

 и 
[image: image33.wmf]b

 дефинишемо као збир вектора 
[image: image34.wmf]a

 и вектора 
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Разлика два вектора 
[image: image39.wmf]OB

 и 
[image: image40.wmf]OA

, који имају заједнички почетак је вектор 
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Множење вектора скаларом.

Деф:
Ако је 
[image: image43.wmf]0
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 и реалан број 
[image: image44.wmf]0
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, тада је 
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 вектор чији је правац исти као и правац вектора 
[image: image46.wmf]a

, модул је 
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, а смер му је исти као и смер вектора 
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 ако је 
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, односно супротан смеру вектора 
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 ако је 
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За сваки вектор 
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 можемо написати да је:
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Множење вектора реалним бројем има следећа својства:
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Деф:
Углом између два вектора 
[image: image58.wmf]a

 и 
[image: image59.wmf]b

 (ознака: 
[image: image60.wmf])
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) називамо најмањи угао за који један од тих вектора треба да се обрне око заједничке почетне тачке да би се поклопио са другим вектором. Дакле, за произвољне векторе 
[image: image61.wmf]a

 и 
[image: image62.wmf]b

 увек је 
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, а за колинеарне векторе је тај угао 
[image: image64.wmf]0

 или 
[image: image65.wmf]p

.
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Деф:
Оријентисаном правом или осом називамо праву за чије се било које две тачке зна која је претходна а која следећа, тј. за коју је утврђен позитиван смер. Оса се може окарактерисати и својим јединичним вектором.

Оса на којој је утврђена почетна тачка 
[image: image67.wmf]0

 и тачка чије је одстојање од почетне тачке једнако 
[image: image68.wmf]1

 зове се координатна оса.

Деф:
Алгебарска вредност 
[image: image69.wmf]AB

 вектора 
[image: image70.wmf]AB

 на датој оси је број 
[image: image71.wmf]AB
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 ако је смер вектора 
[image: image72.wmf]AB

 исто као и смер осе, односно број 
[image: image73.wmf]AB
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 ако је смер вектора 
[image: image74.wmf]AB

 супротан смеру осе.

Деф:
Пројекција вектора 
[image: image75.wmf]AB

 на оријентисану или неоријентисану праву или раван је вектор 
[image: image76.wmf]B
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 чији је почетак 
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 пројекција почетне тачке 
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, а 
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 пројекција крајње тачке 
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 датог вектора 
[image: image81.wmf]AB

.
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Линеарна зависност и независност вектора

Деф:
За два вектора 
[image: image84.wmf]a

 и 
[image: image85.wmf]b

 кажемо да су колинеарни ако имају исти правац, тј. 
[image: image86.wmf])
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, или, другачије речено, ако постоје такви скалари 
[image: image87.wmf]a

 и 
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Деф:
За три или више вектора кажемо да су компланарни ако леже у једној равни (или ако леже у паралелним равнима). Да би три вектора 
[image: image92.wmf]a

, 
[image: image93.wmf]b

 и 
[image: image94.wmf]c

 били компланарни треба да постоје такви скалари 
[image: image95.wmf]a

, 
[image: image96.wmf]b

 и 
[image: image97.wmf]g

 (при том бар један од њих различит од нуле) да је задовољена једнакост:
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Напомена:
Збир 
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 представља тзв. линеарну комбинацију вектора 
[image: image101.wmf]a

 и 
[image: image102.wmf]b

, односно вектора 
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 и 
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Деф:
За векторе 
[image: image106.wmf]a

 и 
[image: image107.wmf]b

 кажемо да су линеарно зависни ако постоје такви скалари 
[image: image108.wmf]a

 и 
[image: image109.wmf]b

 (који нису истовремено једнаки нули) да је задовољена једнакост:
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Према томе, два вектора су линеарно зависна ако и само ако су колинеарна.

У општем случају кажемо да су вектори 
[image: image112.wmf]n
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 линеарно зависни ако постоје такви скалари 
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 (који нису сви једнаки нули) да је одговарајућа линеарна комбинација увек једнака нули:
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У супротном кажемо да су вектори линеарно независни.

Дакле, два линеарно зависна вектора су колинеарна, а два линеарно независна вектора су неколинеарна (образују кос угао).

Векторски простор

Деф:
Скуп 
[image: image115.wmf]U

 називамо векторским простором ако је за све елементе скупа 
[image: image116.wmf]U

 који представљају векторе, односно елементе ма какве природе, дефинисана операција сабирања: 
[image: image117.wmf]U
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, и множења скаларом: 
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, и ако ове операције имају следећа својства:
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3. 
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 - егзистенција неутралног елемента;
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 - егзистенција супротног елемента;

Значи 
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 је Абелова група.
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 је неутрал за множење;
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Деф:
За дати векторски простор 
[image: image128.wmf]U

, највећи број међу собом линеарно независних вектора одређује димензију тог простора. У 
[image: image129.wmf]n

-димензионом векторском простору сваки скуп од 
[image: image130.wmf]n

 линеарно независних вектора представља базу тог простора.

Деф:
База датог векторског простора је скуп таквих линеарно независних вектора да се сваки вектор тог простора може представити као линеарна комбинација вектора који одређују дату базу.

Теорема:
Сваки вектор 
[image: image131.wmf]a

 у 
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-димензионом векторском простору 
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 може се на тачно један начин представити линеарном комбинацијом од 
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 линеарно независних вектора 
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 векторског простора 
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. Такво представљање датог вектора 
[image: image137.wmf]a

 назива се разлагањем вектора 
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 по бази коју образују вектори 
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где скалари 
[image: image141.wmf]n

i

i

,...,

1

,

=

l

, нису сви истовремено једнаки нули.

Деф:
Коефицијенти разлагања датог вектора по датој бази представљају координате вектора у односу на ту базу.


Вектор се помоћу својих координата може написати у следећем облику:
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Ортогоналну базу образују узајамно ортогонални вектори; нормирану базу образују вектори дужине 
[image: image144.wmf]1

, док ортонормирану базу образују међусобно ортогонални јединични вектори. Афину базу образују вектори различите дужине који нису сви узајамно ортогонални.

Уобичајено је да се вектори ортонормиране базе у равни (тј. у дводимензионом простору) означавају са 
[image: image145.wmf]j
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, док се вектори ортонормиране базе у тродимензионом простору означавају са 
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Свака три линеарно независна вектора образују триедар (тространи рогаљ). Претпоставимо да триедар образују три јединична вектора 
[image: image151.wmf]3
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 чији правци одређују координатне осе, док им је заједнички почетак 
[image: image152.wmf]O

 координатни почетак. Ако су, осим тога, ови јединични вектори и узајамно ортогонални, онда они образују тродимензиони правоугли Декартов координатни систем.

Уобичајено је да се тродимензиони правоугли координатни систем одређује јединичним векторима 
[image: image153.wmf]k
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 који респективно леже на осама 
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 (које се називају апсцисна оса, ординатна оса и оса апликата).
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Скаларни производ

Деф:
Скаларним (унутрашњим) производом два вектора називамо производ њихових модула и косинуса угла одређеног тим векторима.

Скаларни производ вектора 
[image: image156.wmf]a

 и 
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 је скалар и означавамо га са 
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Приметимо да скаларни производ можемо написати у облику:
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где је 
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 алгебарска вредност пројекције вектора 
[image: image165.wmf]b

 на вектор 
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, док је 
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 алгебарска вредност пројекције вектора 
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 на вектор 
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Ако је дат произвољни вектор 
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Векторски производ

Деф:
Векторски (спољашњи) производ два неколинеарна вектора 
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Видимо да векторски производ вектора 
[image: image243.wmf]a

 и 
[image: image244.wmf]b

 представља вектор 
[image: image245.wmf]c

, 
[image: image246.wmf])

0

(

¹

´

=

b

a

c

 који својим правцем одређује положај, својим смером оријентацију, а својим модулом величину (површину) паралелограма који образују вектори 
[image: image247.wmf]a

 и 
[image: image248.wmf]b

. Дакле, површина оријентисаног паралелограма може се представити помоћу одређеног нормалног вектора 
[image: image249.wmf]n

S

S

n

n

×

=

=

:

)

1

(

.


[image: image250.wmf]a

b

S

S

n


Мешовити производ три вектора

Деф:
Мешовити производ три вектора 
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5. Услов компланарности три вектора 
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