Системи линеарних алгебарских једначина

Деф:
Једначина са 
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где коефицијенти 
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 променљивих. Скуп решења ове једначине је скуп свих уређених 
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 које ту једначину идентички задовољавају.

Деф:
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називамо нехомогеним системом ако слободни чланови 
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 нису сви једнаки нули, а хомогеним системом ако су сви слободни чланови једнаки нули. Скуп решења овог система је скуп уређених 
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 које све једначине система идентички задовољавају.

Систем се пише у сажетом облику:
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Матрица
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зове се матрица система. Ако се овој матрици допишу здесна слободни чланови који образују матрицу 
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, добија се проширена матрица система:
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При том је 
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 не може бити мањи од ранга матрице, већ је или 
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У погледу решавања система постоје следеће могућности:

1. Систем нема ни једно решење

2. Систем има јединствено решење

3. Систем има бесконачно много решења

У првом случају кажемо да је систем несагласан (инкомпатибилан), док је у преостала два случаја систем сагласан (комплатибилан).

Теорема:
(Кронекер-Капелијева) Систем линеарних алгебарских једначина је сагласан ако и само ако је:
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Последица:
Систем линеарних алгебарских једначина нема решења ако и само ако је:
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Решавање нехомогеног система линеарних алгебарских једначина

Дат је систем:
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где слободни чланови 
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За сагласан систем 
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У првом случају је очигледно 
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 линеарно зависних линеарних форми; коефицијенти тих 
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 линеарних форми образују регуларну квадратну матрицу 
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 једначина са 
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 променљивих и са регуларном матрицом. Зато се одмах решава нехомогени систем:
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где је
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У матричном облику тај систем гласи:
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Ову матричну једначину решавамо множећи је прво слева са 
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Дакле, да би се одредили елементи тражене матрице 
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, потребно је прво наћи инверзну матрицу 
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а затим, групишући коефицијенте уз одговарајуће променљиве, сабрати добијене једначине:
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На левој страни ове једначине имамо у заградама изразе:
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док је на десној страни израз:
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који се добија када се коефицијенти 
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Према томе, једначина (() може се написати у облику:
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чиме је добијено решење 
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 полазног система. Због једнозначности операције дељења бројем различитим од нуле у скупу реалних бројева, добијено решење је јединствено.

Теорема:
(Крамерова) Ако је детерминанта система од 
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 нехомогених линеарних алгебарских једначина са 
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 променљивих различита од нуле, тада тај систем има јединствено решење дато формулом:
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где је 
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 детерминанта тог система, а 
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С обзиром да важи да је:
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то јест
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тада решење система можемо написати у облику:
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Квадратна матрица на десној страни зове се адјунгована матрица матрице 
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Непосредно закључујемо да је инверзна матрица 
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Матрица 
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од кофактора њених елемената формира 
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Решавање хомогеног система линеарних алгебарских једначина

Дат је систем од 
[image: image95.wmf]m

 хомогених једначина са 
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 променљивих:
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Код хомогеног система увек је 
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Треба, међутим, испитати да ли тај систем осим тривијалног има и нетривијална решења. Разликујемо следеће случајеве:

1. Ако је 
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 (значи 
[image: image101.wmf]n
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), тада је у систему садржан подсистем од 
[image: image102.wmf]n

 сагласних хомогених једначина са 
[image: image103.wmf]n

 променљивих, па је детерминанта тог подсистема 
[image: image104.wmf]0
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D

. Према, томе, на основу Крамерове теореме, такав систем има само једно решење, тј. осим тривијалног других решења нема.

Напомена:
Све детерминанте 
[image: image105.wmf]j

D

 које се образују заменом коефицијената уз 
[image: image106.wmf]j
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 слободним члановима, биће једнаке нули јер су сви слободни чланови једнаки нули.

2. Ако је 
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, тада постоји 
[image: image108.wmf]r
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 слободних променљивих којима можемо давати произвољне вредности, те у том случају систем осим тривијалних има и бесконачно много нетривијалних решења. У датом систему је садржан сагласан подсистем:
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чије су везане променљиве 
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а опште решење је
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или у матричном облику:
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или краће:


[image: image114.wmf]r

n

r

n

X

C

X

C

X

C

X

-

-

+

+

+

=

K

2

2

1

1


То је опште решење хомогеног система у коме, у поређењу са општим решењем нехомогеног система, недостаје 
[image: image115.wmf]0
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 (тривијално решење); 
[image: image116.wmf]r
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 чине фундаментални систем решења. Дакле, свако нетривијално решење хомогеног система (под условом: 
[image: image117.wmf]n
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) је линеарна комбинација његових фундаменталних решења.

Пример:
Решити хомогени систем једначина:
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Лако је видети да је трећа једначина последица првих двеју, те да је дати систем еквивалентан систему који чине прве две једначине и који се може написати у облику:
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[image: image120.wmf]3
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Опште решење датог хомогеног система је:
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или у матричном облику:
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Гаусов алгоритам

Систем од 
[image: image123.wmf]m

 нехомогених линеарних једначина са 
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 променљивих (
[image: image125.wmf]n
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једноставно се решава у матричном облику ако је 
[image: image127.wmf]n
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, наиме имамо:
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пошто је матрица система, за 
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, регуларна. Међутим, ако је матрица 
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 високог реда, тада је израчунавање инверзне матрице позамашан посао, те већи практични значај имају неке друге методе решавања система. Једна од таквих је Гаусова метода која се састоји у сукцесивном елиминисању непознатих из система.

Претпоставимо да је коефицијент 
[image: image132.wmf]0
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 (у случају да је 
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 почело би се неким другим коефицијентом). Искључимо непознату 
[image: image134.wmf]1
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 из свих једначина система осим прве. Да би смо то реализовали потребно је обе стране прве једначине помножити са 
[image: image135.wmf]11
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 и додати их другој једначини, затим обе стране прве једначине помножити са 
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 и додати их трећој једначини, итд. и на крају обе стране прве једначине помножити са 
[image: image137.wmf]11

1

a

a

m

-

 и додати их 
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-тој једначини. На тај начин се уместо полазног система добија еквивалентан систем:
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при том се коефицијенти уз променљиве и слободни чланови у последњих 
[image: image140.wmf]1
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 једначина система одређују формулама:
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Ако сада претпоставимо да је 
[image: image144.wmf]0
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, применићемо исти поступак за искључивање променљиве 
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 из последњих 
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 једначина система и добићемо еквивалентан систем једначина:
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где је
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На сличан начин бисмо, уз претпоставку да је 
[image: image151.wmf]0
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, искључили променљиву 
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 из последњих 
[image: image153.wmf]3
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 једначина система, а затим продужили исти поступак.

Ако се у наведеном поступку дође до система у коме једна од једначина има слободни члан различит од нуле, а сви њени коефицијенти на левој страни су једнаки нули, тада је полазни систем несагласан. Ако то није случај, тада Гаусов алгоритам доводи до система, еквивалентног полазном систему:
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при том је 
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У том случају систем је сагласан; ако је 
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, систем има јединствено решење, а ако је 
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, систем има бесконачно много решења. Заиста, ако је 
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, систем има облик:
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Последња једначина система једнозначно одређује променљиву 
[image: image162.wmf]n
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; када се вредност за 
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 уврсти у претпоследњу једначину, једнозначно се одређује променљива 
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, итд. Настављајући овај поступак налазимо да систем, а то значи и њему еквивалентан полазни систем, у случају кад је 
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Ако је 
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 слободне променљиве које преносимо на десну страну, а затим се, као и у претходном случају, одређују везане променљиве 
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. С обзиром на то да слободне променљиве могу имати произвољне вредности, систем у овом случају има бесконачно много решења.

Као што смо видели, хомоген систем линеарних једначина увек је сагласан јер постоји бар једно, тривијално решење 
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, систем нема нетривијалних решења, а ако је 
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, Гаусовим алгоритмом се полазни систем своди на систем са степенастом матрицом, који осим тривијалног има још и бесконачно много нетривијалних решења.

Пример:
Решити систем помоћу Гаусовог алгоритма:
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Напишимо проширену матрицу система и применимо Гаусов алгоритам:
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што значи да смо полазни систем довели на облик:
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одакле се непосредно добија јединствено решење:
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