Појам броја

Аксиома индукције: Ако неки скуп 
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 (тј. подскуп скупа природних бројева) има својства:
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Последица ове аксиоме је такозвани

Принцип математичке индукције: Ако је неко тврђење 
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 доказано за природни број 
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[image: image9.wmf]p

k

>

, докаже да оно важи и за 
[image: image10.wmf]1

+

=

k

n

, тада тврђење 
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Особине скупа природних бројева

1) Уређеност скупа природних бројева помоћу бинарних релација поретка “
[image: image13.wmf]£

” и строгог поретка “
[image: image14.wmf]<

” која има следећа својства:

· за произвољна два природна броја 
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· ако су 
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 произвољни природни бројеви, тада у случају да је 
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2) За сваки број 
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3) На скупу природних бројева се неограничено и једнозначно могу примењивати сабирање, множење и степеновање природним бројем – резултат ће увек бити природан број; при томе сабирање и множење имају следећа својства:
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 - асоцијативност
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4) Неутрални елемент за множење је 
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5) Скуп природних бројева 
[image: image28.wmf]N

 је ограничен с доње стране, а није ограничен с горње стране, тј. постоји најмањи природни број 
[image: image29.wmf]1

, а не постоји највећи.

6) Једначина 
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, нема решења у скупу природних бројева ако је 
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Да би се решила једначина 
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, скуп природних бројева се мора проширити тј. операција одузимања 
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, доводи до проширења скупа 
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 на скуп 
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Особине скупа целих бројева

1) Уређеност скупа 
[image: image39.wmf]Z

 (помоћу релација поретка и строгог поретка као и код скупа природних бројева).

2) На скупу целих бројева се неограничено и једнозначно могу примењивати сабирање, одузимање, множење и степеновање природним бројем 
[image: image40.wmf])

,

(

Z

a

N

b

Z

a

b

Î

Þ

Î

Î

.

3) Сабирање и множење имају својства комутативности, асоцијативности и дистрибутивности.

4) 
[image: image41.wmf].
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5) Неутрални елемент за сабирање је 
[image: image42.wmf]0

, а неутрални елемент за множење је 
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6) За сваки цео број 
[image: image45.wmf]Z

a

Î

 постоји супротан број 
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7) Скуп целих бројева је неограничен како с доње (леве), тако и с горње (десне) стране, тј. у скупу 
[image: image48.wmf]Z

 не постоји ни најмањи ни највећи цео број.

8) Једначина 
[image: image49.wmf]Z
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, нема решења у скупу целих бројева.

Решавање једначине 
[image: image50.wmf]b
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, односно операција дељења, проширује скуп целих бројева на скуп рационалних бројева 
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Особине скупа рационалних бројева

1) Уређеност скупа 
[image: image54.wmf]Q

 (на исти начин као и код природних и целих бројева).

2) На скупу рационалних бројева се неограничено и једнозначно могу примењивати сабирање, одузимање, множење, степеновање целим бројем 
[image: image55.wmf])
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 - резултат ће увек бити рационалан број.

3) Скуп рационалних бројева је свугде густ скуп, што значи да између свака два рационалана броја 
[image: image57.wmf]Q
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 постоји бесконачно много рационалних бројева. Ако 
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На сличан начин можемо образовати и аритметичку средину рационалних бројева 
[image: image62.wmf]a

 и 
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Продужујући овакав процес добијамо бесконачно много рационалних бројева који леже унутар интервала 
[image: image68.wmf])
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, што значи да је скуп рационалних бројева свугде густ.

4) Скуп рационалних бројева је неограничен с обе стране, тј. не постоји ни најмањи ни највећи рационалан број.

5) Неутрални елемент за сабирање је 
[image: image69.wmf]0

, а неутрални елемент за множење је 
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6) За сваки рационалан број 
[image: image72.wmf]0
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Деф:
Дедекиндовим пресеком 
[image: image74.wmf]B
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 на скупу рационалних бројева 
[image: image75.wmf]Q

 називамо пар скупова 
[image: image76.wmf]A

 и 
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 (тзв. доња и горња класа) који имају следећа својства:
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· Сваки елемент доње класе 
[image: image81.wmf]A

 је мањи од било којег елемента горње класе 
[image: image82.wmf]B
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На скупу рационалних бројева, Дедекиндов пресек 
[image: image83.wmf]B
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 припада једном од следећа три типа:

1. Постоји највећи елемент у класи 
[image: image84.wmf]A

, а класа 
[image: image85.wmf]B

 не садржи најмањи елемент 
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2. Класа 
[image: image87.wmf]A

 не садржи највећи елемент, али класа 
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 садржи најмањи елемент 
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3. Не постоји највећи елемент у класи 
[image: image90.wmf]A

 нити постоји најмањи елемент у класи 
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Прва два типа дефинишу рационалан број, док трећи дефинише ирационалан број.

7) Геометријска интерпретација рационалних бројева на бројној правој.

8) Операције са рационалним бројевима које су инверзне степеновању

· кореновање: 
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· логаритмовање: 
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дају у општем случају ирационалне бројеве.

Скуп реалних бројева

Сви рационални и сви ирационални бројеви образују скуп реалних бројева (
[image: image95.wmf]I
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1) Скуп реалних бројева је свугде густ и уређен скуп (помоћу бинарних релација поретка и строгог поретка).

2) Дедекиндов пресек 
[image: image96.wmf]B
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 на скупу реалних бројева даје увек реалан број и има само два типа:

1. Постоји највећи елемент у класи 
[image: image97.wmf]A

, а класа 
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 не садржи најмањи елемент 
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2. Класа 
[image: image100.wmf]A

 не садржи највећи елемент, али класа 
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 садржи најмањи елемент 
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3) Скуп реалних бројева је непребројив скуп.

Деф:
Кажемо да је скуп 
[image: image103.wmf]R
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Најмање од горњих ограничења 
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Деф:
За скуп 
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Највеће од доњих ограничења 
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Ако је 
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Операције са апсолутним вредностима реалних бројева.
Деф:
Ако је 
[image: image123.wmf]R
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 произвољан реалан број, тада је апсолутна вредност од 
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Својства апсолутних вредности:
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[image: image126.wmf]x

x

R

x

-

=

Î

"

:


2. ако је 
[image: image127.wmf]a

x

a

x

=

Þ

=

 или 
[image: image128.wmf]a

x

-

=


3. 
[image: image129.wmf]a

x

a

a

x

£

£

-

Û

£



[image: image130.wmf]a

x

a

x

³

Þ

³

 или 
[image: image131.wmf]a

x

-

£


4. 
[image: image132.wmf]x

x

x

R

x

£

£

-

Î

"

:


5. 
[image: image133.wmf]b

a

b

a

+

£

+


6. 
[image: image134.wmf]b

a

b

a

-

³

-


7. 
[image: image135.wmf]b

a

ab

×

=


8. 
[image: image136.wmf]0

,

¹

=

b

b

a

b

a

.

Неједнакости. На скупу реалних бројева за неједнакости важе следећа својства:
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Као последице наведених особина могу се доказати следећа својства:
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Бернулијева неједнакост важи за сваки реалан број 
[image: image146.wmf]0
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Скуп комплексних бројева

Деф:
Скуп свих уређених парова реалних бројева у којем су једнакост, сабирање и множење дефинисани на следећи начин:
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назива се скупом комплексних бројева 
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, а сваки такав уређен пар назива се комплексан број 
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Деф:
Сваком комплексном броју 
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Операције са комплексним бројевима. Нека су дата два комплексна броја 
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; тада се могу увести следеће операције:
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2. Одузимање: 
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тј.  с обзиром да је одузимање операција инверзна сабирању, ако је 
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, што значи да се разлика два комплексна броја геометријски може интерпретирати помоћу њиховог збира.
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3. Множење: 
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4. Дељење се уводи као операција инверзна множењу:
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одакле добијамо систем од две једначине са две непознате:
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Решавањем ове две једначине добија се
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5. Степеновање комплексног броја природним бројем се изводи помоћу операција множења:
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Напомена. Имамо да је 
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; уопште:


[image: image179.wmf]{

}

0

,

,

1

,

,

1

3

4

2

4

1

4

4

U

N

n

i

i

i

i

i

i

n

n

n

n

Î

-

=

-

=

=

=

+

+

+


Тригонометријски облик комплексног броја. Комплексан број 
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[image: image188.wmf]z

: 
[image: image189.wmf]p

j

2

arg

0

,

arg

£

£

=

z

z

; за угао који је већи од 
[image: image190.wmf]p

2

 користи се ознака 
[image: image191.wmf]Z

k

k

z

Î

+

=

,

2

Arg

p

j

. Очигледно је 
[image: image192.wmf]j

r

cos

=

x

, 
[image: image193.wmf]j

r

sin

=

y

, те се комплексан број 
[image: image194.wmf]iy

x

z

+

=

 може написати у тригонометријском облику:


[image: image195.wmf])

sin

(cos

sin

cos

j

j

r

j

r

j

r

i

i

z

+

=

+

=


где је 
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У тригонометријском облику се знатно поједностављује множење, дељење и степеновање комплексних бројева. Нека су дата два комплексна броја 
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· Множење: 
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, што значи да је модул производа два комплексна броја једнак производу модула 
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· Дељење: 
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· Степеновање: 
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У случају када је 
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· Тригонометријски облик комплексног броја омогућује да се на скупу комплексних бројева уведе операција кореновања. Нека је дат комплексан број 
[image: image213.wmf])

sin

(cos

q

q

i

r

w

+

=

. Кажемо да је 
[image: image214.wmf]z

 
[image: image215.wmf]n

-ти корен броја 
[image: image216.wmf]w

 
[image: image217.wmf]n

w

z

=

, ако је 
[image: image218.wmf]w

z

n

=

. Значи, ако je 
[image: image219.wmf])

sin

(cos

j

j

r

i

z

+

=

, тада 
[image: image220.wmf])

sin

(cos

)

sin

(cos

q

q

j

j

r

i

r

n

i

n

n

+

=

+

. Два комплексна броја ће бити једнака ако имају једнаке модуле и једнаке аргументе: 
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С обзиром да су 
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Експоненцијални облик комплексног броја. Степеновање броја 
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Ако је реални део комплексног броја једнак нули а имагинарни део означимо са 
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Пример.
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