Основне теореме диференцијалног рачуна





Теорема:	(Ролова теорема) Ако је функција �EMBED Equation.3��� непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3��� и диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� и ако је �EMBED Equation.3��� тада постоји тачка �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, у којој је �EMBED Equation.3���.





�EMBED Unknown���





Доказ:	Тврђење ове теореме је интуитивно јасно, јер ако функција �EMBED Equation.3��� има исту вредност на крајевима одсечка �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, тада сигурно постоји �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, такво да је тангента на криву �EMBED Equation.3��� у тачки са апсцисом �EMBED Equation.3��� паралелна са осом �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���. Ако је





�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���





	тада је





�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.





	Зато претпоставимо да је �EMBED Equation.3���. У том случају, с обзиром да је функција �EMBED Equation.3��� непрекидна на затвореном интервалу �EMBED Equation.3���, она мора на том интервалу бити и ограничена, те према Вајерштрасовој теореми постоји најмања и највећа вредност функције �EMBED Equation.3��� на одсечку �EMBED Equation.3���. Претпоставимо рецимо да је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���; у том случају је �EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. што значи да је





�EMBED Equation.3���  тј.  �EMBED Equation.3���  (()





	где смо у релацијама (() произвољну тачку �EMBED Equation.3��� написали у облику �EMBED Equation.3���. Претпоставили смо да постоји извод �EMBED Equation.3��� дате функције у свакој тачки �EMBED Equation.3���. Према томе, с обзиром да постоји �EMBED Equation.3���, следи да је





�EMBED Equation.3���


Теорема:	(Лагранжова теорема) Ако је функција �EMBED Equation.3��� непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3��� и диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� тада постоји таква тачка �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� да је �EMBED Equation.3���.





�EMBED Unknown���





Доказ:	Означимо са �EMBED Equation.3��� тачку �EMBED Equation.3���, са �EMBED Equation.3���тачку �EMBED Equation.3��� и ставимо да је





�EMBED Equation.3���.





	Лагранжова теорема утврђује да постоји тачка �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, тј. тачка на кривој �EMBED Equation.3��� са координатама �EMBED Equation.3���, у којој тангента на криву �EMBED Equation.3��� има исти правац, тј. паралелна је са тетивом �EMBED Equation.3���. Да би то доказали, образујмо помоћну функцију





�EMBED Equation.3���.





	Очигледно је да је уведена функција �EMBED Equation.3��� непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3���, да је диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� и да је, осим тога, �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. Дакле, функција �EMBED Equation.3��� задовољава све услове за примену Ролове теореме, те према томе постоји �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, такво да је �EMBED Equation.3���. С обзиром да је





�EMBED Equation.3���,





	имамо да је





�EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���,





	односно





�EMBED Equation.3���, или �EMBED Equation.3���.





Теорема:		(Кошијева теорема) Нека су функције �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� непрекидне на одсечку �EMBED Equation.3���, диференцијабилне у интервалу �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, за све �EMBED Equation.3���. У том случају постоји такво �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, да је





�EMBED Equation.3���.





Доказ:	Приметимо, прво, да мора бити �EMBED Equation.3���, јер би се у супротном случају на функцију �EMBED Equation.3��� могла применити Ролова теорема, те би, значи, за неко �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, имали да је �EMBED Equation.3���, што је у супротности са претпоставком да је �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. Означимо





�EMBED Equation.3���,





	и уведимо помоћну функцију





�EMBED Equation.3���.





	Функција �EMBED Equation.3��� је, очигледно, непрекидна на одсечку �EMBED Equation.3���, диференцијабилна у интервалу �EMBED Equation.3��� и на крјјевима одсечка �EMBED Equation.3��� задовољава услов �EMBED Equation.3���. Дакле, можемо применити Ролову теорему на функцију �EMBED Equation.3���; у том случају добијамо да постоји �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���: �EMBED Equation.3���. Пошто је





�EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���,





	добијамо да је





�EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���.





Теорема:		(Лопиталова теорема) Нека функција �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� кад �EMBED Equation.3��� (или �EMBED Equation.3���) истовремено теже 0 или бесконачности. Ако постоји �EMBED Equation.3���, тада ће постојати и �EMBED Equation.3���, и важиће





�EMBED Equation.3���.





Доказ:	Докажимо ову теорему најпре у случају када је �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. Предпоставићемо да су функције �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� непрекидне и диференцијабилне у некој околини тачке �EMBED Equation.3���, што значи да је �EMBED Equation.3���. Према Кошијевој теореми постоји �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� тј. �EMBED Equation.3��� одн. �EMBED Equation.3��� такво да је





�EMBED Equation.3���, тј. �EMBED Equation.3���,





	јер је �EMBED Equation.3���. Приметимо да, ако �EMBED Equation.3���, да тада и �EMBED Equation.3���, с обзиром да је �EMBED Equation.3���, (односно �EMBED Equation.3���) и да, ако постоји �EMBED Equation.3���, да тада постоји и �EMBED Equation.3���, што значи да важи





�EMBED Equation.3���,





	тј.





�EMBED Equation.3���.


