Методе интеграције

Интеграција елементарних функција

Таблични интеграли 
- одређени на основу дефиниције неодређеног интеграла и уз помоћ табличних извода
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Правила интеграције функција 
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Пример: 
Нека је 
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Пример: 
Нека је 
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Интеграција методом смене променљиве

Будући да је неодређени интеграл 
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Претпоставимо да променљиву 
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Према томе, ако се у интегралу  
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Другим речима, налажење примитивне функције 
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Прецизније говорећи, важи следећа теорема

Теорема: 
Ако је 
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Доказ: 
Будући да је 
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Извод леве стране релације 
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Извод десне стране у 
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Дакле, изводи по 
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Пример: 
Израчунајмо интеграл 
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Уведимо смену 
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Пример: 
Израчунајмо интеграл 
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Понекад је подинтегрална функција таквог облика да је могуће применити неку од следећих формула на основу метода смене
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Пример: 
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Интеграли облика 
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Трансформирајмо квадратни трином 
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где је  
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Заменом променљиве 
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Зависно од коефицијената 
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Пример: 
Израчунајмо интеграл 
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Увођењем нове променљиве, следи
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Како је 
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Комбинијући формуле 
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Очигледно важи трансформација
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Интеграл 
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док интеграл 
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Пример: 
Израчунајмо интеграл 
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Метода парцијалне интеграције

Нека су 
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Интеграцијом добијамо
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Добијену формулу зовемо формулом парцијалне интеграције.
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Пример: 
Израчунајмо интеграл 
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Интеграле облика 
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Решавајући аналогно интеграл 
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Можемо сада поставити систем једначина
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где су непознате 
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Интеграција рационалних функција

Нека је 
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Узмимо да је 
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Пример:
Израчунајмо интеграл 
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Раставимо подинтегралну функцију на парцијалне разломке
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Методом сличности полинома  добијамо да је 
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Интеграли облика 
[image: image150.wmf](

)

ò

+

+

+

dx

c

bx

x

B

Ax

2


Интеграле овог облика смо већ решавали  методом смене
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Интеграли облика 
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Изведимо трансформацију подинтегралне функције 
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Први интеграл можемо решити сменом
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Други интеграл означимо са 
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Уводећи смену 
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Комбинујући методу смене променљиве и парцијалну интеграцију, после низа релација, добија се рекурзивна формула за израчунавање интеграла 
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Пример:
 Израчунајмо интеграл 
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Како је 
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Заменом у рекурентну формулу 
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па је 
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Тако да је коначно решење
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Интеграција ирационалних функција

Интеграли облика 
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Напоменимо да су 
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Интеграли овог облика се своде на интеграле рационалне функције по променљивој 
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при чему је број 
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 заједнички именилац разломака 
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Тада је 
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Дакле, добили смо интеграл рационалне функције по 
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Ако је у интегралу наведеног облика 
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(ради одређености узмимо даље 
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одакле је 
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рационална функција од 
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рационално изражен по променљивој 
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Према томе, дати интеграл се трансформише у интеграл рационалне функције променљиве 
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Према уведеној смени променљиве излази
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(ради одређености узмимо даље 
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Одавде следи
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одакле се 
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Како је и 
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Како је 
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Одавде излази 
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На основу претходних трансформација добијамо да је 
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Према томе, дати интеграл се трансформише у интеграл рационалне функције променљиве 
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У том случају уводимо тзв. трећу Ојлерову смену 
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из које следи
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а одавде решавањем по 
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према томе, опет се задани интеграл трансформише у интеграл рационалне функције по промењивој 
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Сменом 
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На основу узете смене добијамо решење 
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Повратком на променљиву 
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 , на основу релације
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излази коначно
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Интеграција неких типова тригонометријских функција

За функцију 
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Будући да је композиција рационалних функција, такође, рационална функција, интеграл 
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Ако је у интегралу 
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Аналогно, ако је у интегралу 
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Добијени интеграл лако решавамо на начин већ обрађен у делу интеграција рационалих функција.
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Пример:
Израчунајмо интеграл 
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Употребом тригонометријских релација 
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излази трансформација интеграла
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Степеновањем и множењем заграда у подинтегралној функцији добијамо чланове који садрже парне и непарне степене од 
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Они се лако решавају употребом тригонометријских формула
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Увођењем смене 
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