Изводи и диференцијали функција више променљивих

Дефиниција парцијалних извода првог реда функција више променљивих

Деф:
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Уопштење на 
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Напомена:
Ознаке 
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Геометријско значење
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Први извод те функције, при услову 
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На сличан начин, ако дату површ 
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Први изводи подударају се са парцијалним изводима.

Парцијални изводи вишег реда.
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по променљивој 
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Код функција једне независне променљиве доказивали смо да из претпоставке о егзистенцији  првог извода у некој тачки следи и непрекидност дате функције у тој тачки. Међутим, код функција две или више променљивих из егзистенције оба (или свих ) парцијалних променљивих извода у некој тачки не може следити и непрекидност функције у тој тачки.

Пример:
Функција
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у свим тачкама 
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 именилац дате функције као и именилац првих працијалних извода је различит од 
[image: image79.wmf]0

, док у координатном почетку имамо да је


[image: image80.wmf].

0

)

0

,

0

(

)

0

,

(

lim

)

0

,

0

(

0

,

=

D

-

D

=

®

D

x

z

x

z

z

x

x



[image: image81.wmf].

0

)

0

,

0

(

)

,

0

(

lim

)

0

,

0

(

0

,

=

D

-

D

=

®

D

y

z

y

z

z

y

y


Међутим, дата функција има прекид у тачки (0,0) јер је дуж правих 
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Егзистенција парцијалних извода утиче на понашање функције само у правцима координатних оса али не и у свим осталим правцима.

Теорема:
Ако функција 
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Доказ:
Претпоставимо да тачке 
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У том случају тотални прираштај дате функције можемо написати у облику
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Ако на сваки од израза у заградама применимо Лагранжову теорему о средњој вредности третирајући израз у првој загради као прираштај дате функције по променљивој 
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где се 
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што значи да тотални прираштај функције 
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Теорема:
Ако су мешовити парцијални изводи 
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Доказ:
Ако је тачка 
[image: image129.wmf](

)

y

x

P

,

 унутрашња тачка области 
[image: image130.wmf]D

 тада ће за довољно мале прираштаје 
[image: image131.wmf]x

D

 и 
[image: image132.wmf](

)

0

,

¹

D

D

D

y

x

y

  и тачке 
[image: image133.wmf](

)

y

x

x

P

,

1

D

+

, 
[image: image134.wmf](

)

y

y

x

P

D

+

,

2

, 
[image: image135.wmf](

)

y

y

x

x

P

D

+

D

+

,

3

, као и правоугаоник 
[image: image136.wmf]3

2

1

P

P

P

P

 лежати унутар области 
[image: image137.wmf]D

.


[image: image138.wmf]P

P

1

P

2

P

3

0

y

x

D

x

D

y


Образујмо израз 
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Уведимо помоћну функцију 
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односно, после примене Лагранжове теореме о средњој вредности 
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Међутим, 
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Слично, полазећи од 
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Диференцијали вишег реда
Деф:
Диференцијалом другог реда 
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Потребан и довољан услов да 
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Нека су дате функције 
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Код функција једне променљиве, за дати израз 
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Теорема:
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Доказ:
Покажимо прво да је неопходан. Како је као што знамо
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с обзиром на теорему о једнакости мешовитих парцијалних извода следи 


[image: image301.wmf].

x

Q

y

P

¶

¶

=

¶

¶


Докажимо сада да је овај услов и довољан. 

Из прве једнакости 
[image: image302.wmf](

)

*

*

*

 за 
[image: image303.wmf]const

y

=

 добијамо да је


[image: image304.wmf](

)

(

)

,

,

y

dx

y

x

P

u

x

x

o

j

+

=

ò


где смо интеграциону константу означили са 
[image: image305.wmf](

)

y

j

, а интеграцију вршили по 
[image: image306.wmf]x

. Функцију 
[image: image307.wmf](

)

y

j

 ћемо одабрати тако да важи друга једнакост 
[image: image308.wmf](

)

*

*

*

. Диференцирањем израза 
[image: image309.wmf](

)

·

 добијамо


[image: image310.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

Q

y

dx

y

x

P

y

y

u

x

x

,

,

,

0

=

+

¶

¶

=

¶

¶

ò

j

 тј. с обзиром на 
[image: image311.wmf](

)

·

·



[image: image312.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

y

x

Q

y

dx

y

y

x

Q

y

dx

y

x

P

y

y

u

x

x

x

x

,

,

,

,

,

0

0

=

+

¶

¶

=

+

¶

¶

=

¶

¶

ò

ò

j

j


односно


[image: image313.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

Q

y

y

x

Q

x

x

,

,

,

0

=

+

j

 или 
[image: image314.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

y

x

Q

y

y

x

Q

y

x

Q

,

,

,

,

0

=

+

-

j


одакле следи да је 


[image: image315.wmf](

)

(

)

y

x

Q

y

,

0

,

=

j

  тј.  
[image: image316.wmf](

)

(

)

(

)

·

·

·

+

=

ò

.

,

0

0

C

dy

y

x

Q

y

y

y

j


Дакле из 
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Напоменимо да је при одређивању функције
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Парцијални изводи сложених функција.
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 имају непрекидне парцијалне изводе по свим аргументима. 
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поделивши са 
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С обизом на непрекидност функција 
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Егзистенција и диференцијабилност имплицитне функције
Претпоставимо да су вредности променљивих 
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 међусобно повезане једначином облика 
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Ако за сваку вредност променљиве 
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Функција 
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 се назива имплицитном, ако је дата функција једначином облика 
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 постоји одговарајућа вредност 
[image: image370.wmf]y

 за коју ће пар 
[image: image371.wmf](

)

y

x

,

 задовољавати ту једначину. Другим речима, да ли постоји имплицита функција 
[image: image372.wmf](

)

x

y

j

=

 која задовољава ту једначину?

Теорема:
Ако је дата једначина 
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 су дефинисане и непрекидне у правоугаонику 


[image: image376.wmf](

)

{

}

b

y

y

b

y

a

x

x

a

x

y

x

R

o

o

+

<

<

-

+

<

<

-

=

0

0

,

;

,

,


[image: image377.wmf](

)

0

,

2

0

0

0

=

y

x

F

 и 
[image: image378.wmf](

)

0

,

,

¹

y

x

F

y

,


[image: image379.wmf]0

3


за 
[image: image380.wmf](

)

y

x

F

const

x

,

,

=

 је монотоно растућа или монотоно опадајућа функција по променљивој 
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бити дефинисана имплицитна функција која је непрекидна и непрекидно диференцијабилна у интервалу 
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Теорема о егзистенцији имплицитне функције може да се уопшти  и на случај функција више променљивих.

Теорема:
Ако је функција 
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дефинише у области 
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 једнозначну имплицитну функцију 
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 чије вредности припадају интервалу 
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Тангентна раван и нормала површи.
Нека је функција 
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 непрекидна и диференцијабилна у просто повезаној области 
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при томе постоји тотални диференцијал


[image: image407.wmf](

)

.

,

,

D

y

x

dy

y

z

dx

x

z

dz

Î

"

¶

¶

+

¶

¶

=


За такву површ кажемо да је у свакој својој тачки глатка.

Деф:
Нека је 
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