 8. Furijeova analiza

8.1. Periodične funkcije
Značajno svojstvo sinusoidne funkcije 
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za sve vrednosti t, ima isto svojstvo periodičnosti i prema tome naziva se periodična funkcija sa periodom T. Njen grafik ima oblik talasa, sastavjen je od sukcesivnih, sličnih lukova od kojih svaki pokriva interval dužine T. Na slici 1.1 prikazan je jednostavan, ne-sinusoidni slučaj periodične funkcije, grafik funkcije definisane sa (1.1) i jednačinama
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Očigledno je da se bilo koja vrednost u određenom trenutku 
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Sinusne funkcije 
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 pripadaju klasi periodičnih funkcija sa elementarnim svojstvima; Furije (Fourier, 1768-1830) je došao do izvanrednog otkrića da se sve* periodične funkcije mogu jednostavno izraziti kao suma takvih elementarnih funkcija.
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Slika 1.1. Jednostavna periodična funkcija

Furije je otkrio a Dirihle (Dirichlet, 1805-1859) pod opštim uslovima dokazao (odeljak 1.3) da se 
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Svaki član ovog reda je periodičan, sa periodom 
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Ovaj izraz je standardni oblik Furijeovog reda.
8.2. Izračunavanje koeficijenata Furijeovog reda

Pomoću periodične funkcije 
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a ako je 
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Slično dobijamo rezultate
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poslednji rezultat je tačan za 
[image: image59.wmf]n

m

=

 ili 
[image: image60.wmf]n

m

¹

.

Množeći (1.4) sa 
[image: image61.wmf]t

m

w

cos

 i integraleći ga na celom periodu 
[image: image62.wmf](

)

w

p

t

t

2

,

+

, dobijamo


[image: image63.wmf](

)

ò

ò

+

+

=

w

p

t

t

w

p

t

t

w

w

2

2

cos

2

1

cos

tdt

m

a

tdt

m

t

F

o



[image: image64.wmf]å

ò

ò

¥

=

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

1

2

2

sin

cos

cos

cos

n

n

n

tdt

n

t

m

b

tdt

n

t

m

a

w

p

t

t

w

p

t

t

w

w

w

w

,
gde smo pretpostavili da smemo da integralimo beskonačne redove član po član.

S obzirom na rezultate (1.5)-(1.8), jedini član sa desne strane ove jednačine koji nije jednak nuli je onaj za koji je 
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Da bi izračunali 
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kada je 
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što ukazuje da je (1.9) tačno za 
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Prema tome, izračunavanje koeficijenata 
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Primeri

1. Povorka pravougaonih impulsa
Pretpostavimo da je svaki impuls jedinične amplitude, tako da grafik 
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Slika 1.2. Povorka pravougaonih impulsa jedinične amplitude

Uzimanjem početnog vremena 
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Integraljenjem na ovom periodu koristeći (1.9)
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Zapazimo da su (kada je 
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Slika 1.3. Aproksimacije povorke impulsa

Uključenje drugog harmonika rezultira isprekidanom linijom na slici 1.3., a uključenje četvrtog harmonika (treći je nula ) rezultira tačkastom linijom.

m-ti harmonik ima amplitudu: 
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    Slika 1.4. Spektar povorke impulsa

2. »Testerasti« talasni oblik ugaone frekvencije 
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Promena napona između X-ploča katodnog osciloskopa ima »testerasti« talasni oblik  prikazan na slici 1.5.
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Slika 1.5. Testerasti talasni oblik
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Korišćenjem (1.9) moguće je pokazati da je 
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U slučaju kada nagibi dve prave linije (jednakih veličina) formiraju zubac jednake veličine, 
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Slika 1.6. Povorka vrhova kosinusnih talasa 

3. Povorka vrhova kosinusnih talasa

Talasni oblik koji ćemo razmatrati prikazan je na slici 1.6., i definisan je na periodu 
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8.3.Ponašanje Furijeovog reda pri diskontinuitetu
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koji je, po onome što je ranije dokazano, Furijeov red 
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Sada ćemo razmotriti integraljenje Furijeovog reda. Neodređen integral od 
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što je, s obzirom na (1.19) ekvivalentno sa


[image: image271.wmf](

)

(

)

å

ò

¥

=

-

+

+

=

1

0

0

cos

1

sin

2

1

n

n

n

t

n

t

n

b

t

n

a

t

a

ds

s

F

w

w

w

.             (1.22)

Desna strana ove jednačine je rezultat integraljenja Furijeovog reda 
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i red na desnoj strani ove jednačine konvergira. Precizna definicija integrala na levoj strani ove jednačine nije odmah jasna, jer ako je 
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Slika 1.9. Grafik stepenaste funkcije
Jednačine (1.24), (1.25) zajedno su ekvivalent jednačini (1.23).

8.5. Neparne i parne periodične funkcije. Sinusni i kosinusni redovi
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izražavajući 
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a odgovarajući Furijeov red je kosinusni red koji ne sadrži sinusne članove,a može sadržati konsatantni član.
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Proširenje nije validno u krajnjim tačkama intervala 
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Slika 1.10. Periodična funkcija koja odgovara 
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Slika 1.11. Neparna periodična funkcija koja odgovara 
[image: image373.wmf]t

e


tako da je traženi red


[image: image374.wmf](

)

(

)

þ

ý

ü

î

í

ì

+

+

+

+

+

-

-

+

+

...

3

sin

1

3

1

3

2

sin

1

2

1

2

sin

1

1

2

2

2

2

2

2

t

e

t

e

t

e

p

p

p

p

p

p

p

.           (1.29)

Ovaj red konvergira ka 
[image: image375.wmf]t

e

 za  
[image: image376.wmf]1

0

<

<

t

. U diskonuitetima 
[image: image377.wmf](

)

t

F

, 
[image: image378.wmf]0

=

t

 i 1, suma ovog reda je nula.

Definisanjem 
[image: image379.wmf](

)

t

F

 tako da bude identična datoj funkciji 
[image: image380.wmf](

)

t

f

 na intervalu dužine 
[image: image381.wmf]T

,  da je parna i periodična i da proširuje 
[image: image382.wmf](

)

t

F

 u kosinusni red, obezbeđujemo kosinusno proširenje za  
[image: image383.wmf](

)

t

f

, validno na datom intervalu dužine 
[image: image384.wmf]T

.

Primer

Proširiti 
[image: image385.wmf]t

e

 u kosinusni red validan na 
[image: image386.wmf](

)

1

,

0


Definisaćemo 
[image: image387.wmf](

)

t

F

 tako da ima period 2 i da je na periodu 
[image: image388.wmf](

)

1

,

1

-

 određena jednačinama

[image: image389.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

0

,

0

1

<

<

=

<

<

-

=

-

t

e

t

F

t

e

t

F

t

t



[image: image390.wmf](

)

t

F

 je parna funkcija i ima grafik prikazan na slici 1.12. Koristeći jednačinu (1.27) nalazimo da je 


[image: image391.wmf](

)

{

}

,

1

1

1

2

cos

2

2

2

1

0

+

-

-

=

=

ò

n

e

ntdt

e

a

n

t

n

p

p


tako da je traženi red 


[image: image392.wmf](

)

(

)

(

)

....

2

cos

1

2

1

2

cos

1

1

2

1

2

2

2

2

-

+

-

+

+

+

-

-

t

e

t

e

e

p

p

p

p

                 (1.30)

Ovaj red konvergira ka 
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Slika 1.12. Parna periodična funkcija koja odgovara 
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8.7. Furijeova teorema integrala
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Ali, kako je 
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Ako sada pretpostavimo da je 
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za sve vrednosti 
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, pod uslovom da integral sa beskonačnim granicama konvergira. Odatle, jednačinu (1.31) možemo napisati ovako


[image: image420.wmf](

)

(

)

.

2

1

å

¥

-¥

=

=

n

n

t

F

w

wq

p

                              (1.32)

Ali, za malo 
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iz osnovne definicije određenog integrala. Prema tome (1.32) je približno
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Kad 
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, možemo dokazati da se povećava tačnost (1.33), i da postaje tačna kada se dostigne granica. (1.33) je formula Furijeovog integrala za funkciju 
[image: image425.wmf](

)

t

F

 koja je definisana za sve vrednosti 
[image: image426.wmf]t

 i koja zadovoljava Dirihleove uslove. Za oba integrala koja se pojavljuju u ovoj formuli da bi konvergirali dovoljno je da 
[image: image427.wmf](

)

ò

¥

¥

-

dt

t

F

 konvergira i ovo će biti slučaj ako, na primer, 
[image: image428.wmf](

)

t

F

 opada brže nego 
[image: image429.wmf]2

1

t

 kada 
[image: image430.wmf]±¥

®

t

.

U diskontinuitetu u 
[image: image431.wmf](

)

t

F

 formula ostaje tačna pod uslovom da za vrednost funkcije u diskontinuitetu uzmemo 
[image: image432.wmf](

)

{

(

)

}

0

0

2

1

+

+

-

t

F

t

F

.

Ako napišemo da je 


[image: image433.wmf](

)

(

)

(

)

,

,

cos

t

u

f

ds

s

t

u

s

F

=

-

ò

¥

¥

-

                             (1.34)

tada se (1.33) pojavljuje u obliku
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čime je 
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Primer

Izračunati Furijeovu predstavu integrala funkcije 
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Grafik ove funkcije prikazan je na slici 1.13. Izgleda kao jedan jedini impuls centriran u trenutku 
[image: image440.wmf]0

=

t

. Oblast ispod krive je jedinica i stoga, kada 
[image: image441.wmf]0

®

T

, približava se funkciji jediničnog impulsa.

U ovom slučaju iz jednačine (1.34) imamo
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Slika 1.13. Jedinični pravougaoni impuls

i odatle, zamenjujući u jednačinu (1.35), dobijamo
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U diskontinuitetima 
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Slično, u ovom slučaju, možemo pokazati da je
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Proširenjem kosinusa u podintegralnoj funkciji
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i korišćenjem ova dva rezultata nalazimo da je 
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i odatle se jednačina (1.33) svodi na 
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Ali integral na desnoj strani (1.37) je parna funkcija od 
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 i stoga je (1.38) ekvivalentno sa 
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Kada napišemo
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(1.39) pokazuje da imamo recipročan rezultat
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Ovaj reciprocitet je jasnije izložen ako sada u (1.40) promenimo varijablu integraljenja u 
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Jednačina (1.41) se može protumačiti kao prikazivanje 
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Kao primer uzećemo u obzir spektar pravougaonih impulsa, analiziranih ranije. Iz jednačine (1.36)
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Slika 1.14. Spektar jednog pravougaonog impulsa
U slučaju kada je 
[image: image501.wmf](

)

t

F

 neparna, ako Furijeovu sinusnu transformaciju 
[image: image502.wmf](

)

u

F

s

 definišemo pomoću jednačine 


[image: image503.wmf](

)

(

)

,

sin

2

0

ò

¥

=

utdt

t

F

u

F

s

p

                             (1.43)

tada postoji recipročna veza
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U pogledu reciprociteta između 
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Iz jednačine (1.43) sinusna transformacija 
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Recipročno, sledi da je sinusna transformacija neparne funkcije 
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 nije ni neparna ni parna, možemo dobiti njen spektar na sledeći način. Proširenjem kosinusa u formuli Furijeovog integrala (1.33) dobijamo
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možemo napisati
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što pokazuje da je 
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[image: image531.wmf]u

, 


[image: image532.wmf](

)

,

cos

2

2

2

f

p

+

+

ut

du

s

c

F

F


gde je 
[image: image533.wmf]c

s

F

F

-

=

f

. Grafik 
[image: image534.wmf](

)

p

2

2

2

s

c

F

F

+

 je spektar 
[image: image535.wmf](

)

t

F

. Grafik 
[image: image536.wmf]f

 se zove fazna karakteristika 
[image: image537.wmf](

)

t

F

.

Primer

Naći spektar i faznu karakteristiku funkcije 
[image: image538.wmf](

)

t

F

 definisane tako da je


[image: image539.wmf](

)

(

)

.

0

,

;

0

,

0

<

=

<

=

-

t

e

t

F

t

t

F

t


Koristeći jednačine (1.45) i (1.46), funkcije 
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Crtanjem ovih funkcija u zavisnosti od 
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Alternativno, uvođenjem funkcija 
[image: image547.wmf]t

j

e

w

 opštu funkciju 
[image: image548.wmf](

)

t

F

 možemo analizirati na sređeniji način.

Očigledno je da je


[image: image549.wmf](

)

(

)

,

sin

ò

¥

¥

-

-

ds

s

t

u

s

F


pod uslovom da integral postoji, neparna funkcija od 
[image: image550.wmf]u

. Stoga sledi da je


[image: image551.wmf](

)

(

)

.

0

sin

=

-

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

ds

s

t

u

s

F

du

                        (1.48)

[image: image627.wmf]-3

p

-2

p

-

p

0

p

2

p

3

p

u T

Fe(u)

-


Slika 1.15. Spektar i fazna karakteristika

Kombinujući rezultate (1.33) i (1.48), 
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Ako kompleksnu Furijeovu transformaciju 
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tada je (1.49) ekvivalent jednačini
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Jednačine (1.50), (1.51) pokazuju da je veza između 
[image: image558.wmf](

)

t

F

 i 
[image: image559.wmf](

)

u

F

j

 veoma blizu recipročne. Jednačina (1.51) pokazuje da je 
[image: image560.wmf](

)

t

F

 raščlanjena u sumu beskonačno malih kompleksnih sinusoida, čija je komponenta ugaone frekvencije 
[image: image561.wmf]u

, 
[image: image562.wmf](

)

(

)

du

u

F

e

j

jut

2

1

2

-

p

. Jednačina (1.50) je ekvivalentna sa


[image: image563.wmf](

)

(

)

(

)

u

j

u

u

F

s

c

j

F

F

-

=

                                     (1.52)

gde su 
[image: image564.wmf]c

F

 i 
[image: image565.wmf]s

F

 definisani jednačinama (1.45) i (1.46). Sledi da je 


[image: image566.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

+

=

-

-

-

-

c

s

j

s

c

j

u

F

u

F

F

F

F

F

1

2

1

2

1

2

2

2

1

2

1

tan

2

arg

2

2

p

p

p

                           (1.53)

i stoga će dijagram funkcija 
[image: image567.wmf](

)

j

F

2

1

2

-

p

, 
[image: image568.wmf](

)

þ

ý

ü

î

í

ì

-

j

F

2

1

2

arg

p

 predstavljati spektar i faznu karakteristiku 
[image: image569.wmf](

)

t

F

, respektivno. 

Primer

Izvedite Furijeovu analizu funkcije 
[image: image570.wmf](

)

t

F

 definisane jednačinama


[image: image571.wmf](

)

(

)

.

0

,

1

;

0

,

0

T

t

t

F

T

t

t

t

F

<

<

=

>

<

=


Iz jednačine (1.50) 
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Da bi nacrtali spektar i faznu karakteristiku posmatramo
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gde je 
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Na kraju, u ovom odeljku napomenućemo da se formule u vezi sa Furijeovom analizom periodičnih funkcija mogu svrstati u okvir teorije transformacije. Ako je 
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Slično, ako je 
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gde je 
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Koristeći jednačine (1.9) i (1.11), izračunavamo da je
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Na sličan način, može se pokazati da jednačina (1.55) važi za 
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Grafik 
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* Sa izuzetkom izvesnih funkcija prilično kompleksnog ponašanja, ali od malog značaja za inženjere.


* Moguće je pokazati da čak iako � EMBED Equation.3  ��� ne zadovoljava Dirihleove uslove, takve ograničavajuće prirode je da je suma njegovih Furijeovih redova u skladu sa odeljkom 1.2
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